The Plastic Deformation of Clamped Rectangular Membranes Subjected to Impulsive Loads. by Kay, Franklin James
Louisiana State University
LSU Digital Commons
LSU Historical Dissertations and Theses Graduate School
1969
The Plastic Deformation of Clamped Rectangular
Membranes Subjected to Impulsive Loads.
Franklin James Kay
Louisiana State University and Agricultural & Mechanical College
Follow this and additional works at: https://digitalcommons.lsu.edu/gradschool_disstheses
This Dissertation is brought to you for free and open access by the Graduate School at LSU Digital Commons. It has been accepted for inclusion in
LSU Historical Dissertations and Theses by an authorized administrator of LSU Digital Commons. For more information, please contact
gradetd@lsu.edu.
Recommended Citation
Kay, Franklin James, "The Plastic Deformation of Clamped Rectangular Membranes Subjected to Impulsive Loads." (1969). LSU
Historical Dissertations and Theses. 1600.
https://digitalcommons.lsu.edu/gradschool_disstheses/1600
This dissertation has been 
microfilmed exactly as received 70-247
KAY, Franklin Janies, 1940- 
THE PLASTIC DEFORMATION OF CLAMPED 
RECTANGULAR MEMBRANES SUBJECTED 
TO IMPULSIVE LOADS.
The Louisiana State University and Agricultural 
and Mechanical College, Ph.D., 1969 
Engineering, mechanical
University Microfilms, Inc., Ann Arbor, Michigan
THE PLASTIC DEFORMATION OF CLAMPED 
RECTANGULAR MEMBRANES SUBJECTED TO IMPULSIVE LOADS
A D i s s e r t a t i o n
S u b m i t t e d  t o  t h e  G r a d u a t e  F a c u l t y  o f  t h e  
L o u i s i a n a  S t a t e  U n i v e r s i t y  and  
A g r i c u l t u r a l  a n d  M e c h a n i c a l  C o l l e g e  
i n  p a r t i a l  f u l f i l l m e n t  o f  t h e  
r e q u i r e m e n t s  f o r  t h e  d e g r e e  o f  
D o c t o r  o f  P h i l o s o p h y
i n
The D e p a r t m e n t  o f  M e c h a n i c a l ,  A e r o s p a c e  and  
I n d u s t r i a l  E n g i n e e r i n g
by ^
F r a n k l i n  J .  Kay 
B . S . ,  Oklahoma S t a t e  U n i v e r s i t y ,  1 9 6 A 
M . S . ,  Oklahoma S t a t e  U n i v e r s i t y ,  196S 
May,  1969
ACKNOWLEDGEMENTS
I w i s h  t o  t h a n k  t h e  C h r y s l e r  C o r p o r a t i o n  
f o r  f u r n i s h i n g  t h e  f e l l o w s h i p  w h i c h  e n a b l e d  t h e  
a u t h o r  t o  do t h i s  w o r k .
P a r t i c u l a r  t h a n k s  i s  e x p r e s s e d  t o  D r .  G. D. 
W h i t e h o u s e ,  who s e r v e d  a s  my t h e s i s  a d v i s o r ,  f o r  h i s  
i n t e r e s t ,  e n c o u r a g e m e n t ,  a n d  g u i d a n c e  i n  t h e  p r e p a r a t i o n  
o f  t h i s  w o r k .  To t h e  o t h e r  members  o f  my c o m m i t t e e  
D r .  P .  H. M i l l e r ,  D r .  R.  L .  Thoms,  D r .  M. S a b b a g h i a n ,  
a n d  D r .  M. H. Young t h a n k s  a r e  due  f o r  t h a i r  h e l p f u l  
c o mm en t s  i n  t h e  e d i t i n g  o f  t h i s  t h e s i s .
i
The a i d  o f  t h e  s e c r e t a r i a l  s t a f f  i n  M e c h a n i c a l  
e n g i n e e r i n g  f o r  s u g g e s t i o n s  i n  t y p i n g  a n d  o b t a i n i n g  
n e c e s s a r y  m a t e r i a l s  i s  s i n c e r e l y  a p p r e c i a t e d .
I w o u l d  l i k e  t o  g i v e  s p e c i a l  r e c o g n i t i o n  t o  
my p a r e n t s  f o r  i n s t i l l i n g  t h e  d e s i r e  f o r  k n o w l e d g e  a n d  
t h e  d r i v e  t o  a c h i e v e  i t .  T h e i r  e a r l y  e n c o u r a g e m e n t  was  
s u r e l y  a n  i n s p i r a t i o n  t o  me.
I  am f o r e v e r  i n d e b t e d  t o  my w i f e ,  P a u l e t t a ,  
f o r  h e r  i n t e r e s t ,  p a t i e n c e ,  e n c o u r a g e m e n t ,  a n d  f o r  h e r  
many s a c r i f i c e s  d u r i n g  my y e a r s  o f  g r a d u a t e  w o r k .
M r s .  De B r o o k s  i s  t h a n k e d  f o r  t h e  t y p i n g  o f  
t h i s  m a n u s c r i p t .
i i
TABLE OF CONTENTS
Pa ge
ACKNOWLEDGMENTS............................................................................................  i i
LIST OF FIGURES............................................................................................  v
NOMENCLATURE................................................. . ..................................   v i i
LIST OF TABLES...............................................................................................  i x
ABSTRACT...............................................................................................................  x
I .  INTRODUCTION.............................................   1
D e f i n i t i o n  o f  t h e  P r o b l e m , ..........   ..........  3
I I .  PREVIOUS WORK..........................................................  7
I I I .  FORMULATION OF THE PROBLEM........................  13
H i n g e  L i n e  G e o m e t r y . * . . * • • • • • • * .............  14
Be h av / i o r  i n  t h B  N e i g h b o r h o o d  o f  t h e
S e n d i n g  Wave  .......................   18
E q u a t i o n s  o f  M o t i o n  i n  t h e  F l a t  C e n t r a l
R e g i o n . * . . . • • • • • • • • • ■ • • • •  29
I V .  SOLUTION OF THE PROBLEM................................ 32
C i r c u l a r  M em br ane ....................................  35
R e c t a n g u l a r  Membrane  w i t h o u t  Work
H a r d e n i n g ......................................................... ...................  38
R e c t a n g u l a r  Membrane  w i t h  Work H a r d e n i n g .  43
V. NUMERICAL RESULTS..........................    47
C i r c u l a r  Memb ran e .......................................... ..................  48
R e c t a n g u l a r  Membrane  w i t h o u t  Work
H a r d e n i n g ....................................... .................. ................ .. 52
R e c t a n g u l a r  Membrane w i t h  Work H a r d e n i n g .  53
V I .  SUMMARY AND DISCUSSION OF THE RESULTS.....   68
D i s c u s s i o n  o f  t h e  R e s u l t s ................ 68
R e c o m m e n d a t i o n s  f o r  F u t u r e  A n a l y s i s . . . . . .  72
BIBLIOGRAPHY....................................................................................................  74
Page
APPENDICES.•
A.
B.
............................................................................................... 78
D e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  I n i t i a l  V e l o c i t y  78 
G e n e r a l  P l a s t i c i t y  T h e o r y . ........................... 82
LIST OF FIGURES
F i g u r e  Page
1* Mechani sm o f  Membrane B e h a v i o r ...............................  5
2 .  C u t - a w a y  S k e t c h  o f  t h e  Membrane ...........................   6
3 .  The Hinge  L i n e  o f  a P o l y g o n a l  P l a t e ................ .  15
4 .  P e r i p h e r a l  Hinge  f o r  a Membrane w i t h
A/B = 1 a n d  v a r y i n g  n ............................................  16
5 .  P e r i p h e r a l  H inge  f o r  a Membrane w i t h
A/B = 2 / 3  an d  v a r y i n g  n  .............................  19
6 .  P e r i p h e r a l  H inge  f o r  A/B = £ an d  v a r y i n g  n .  20
7 .  P l a t e  i n  a S t a t e  o f  D e f o r m a t i o n . . .......................  22
B. Membrane Mechani sm a t  Two S u c c e s s i v e
I n s t a n t s ,  t  and  t  + d t  .........................   24
9 .  A S m a l l  E l e m e n t  a t  t h e  B e n d i n g  Ulave..................  25
1 0 .  One Q u a d r a n t  o f  t h e  M e m b r a n e . . • • . • • • • • . . . • r 30
11 .  C i r c u l a r  Membrane W i t h o u t  Work H a r d e n i n g . . .  50
1 2 .  D e f l e c t i o n  P r o f i l e s  f o r  a  C i r c u l a r  Membrane
Taken  f rom R e f e r e n c e  ( 2 ) ..........................................  51
1 3 .  T o p o g r a p h i c a l  View o f  t h e  D e f o r m a t i o n
S o l u t i o n  f o r  a Membrane w i t h
A/B = 1 a n d  n = 5 .........................................  55
1 4 .  T o p o g r a p h i c a l  View o f  t h e  D e f o r m a t i o n
S o l u t i o n  f o r  a  Membrane w i t h
A/B -  2 / 3  and  n = 6 ....................   56
15 .  T o p o g r a p h i c a l  View o f  t h e  D e f o r m a t i o n
S o l u t i o n  f o r  a  Membrane w i t h
A/B = 1 a n d  n = 3 .......................................................... 57
1 6 .  T o p o g r a p h i c a l  View o f  t h e  D e f o r m a t i o n
S o l u t i o n  f o r  a  Membrane w i t h
A/B = 1 a nd  n -  4 ..................  5B
v
F i g u r e  Page
1 7 .  T o p o g r a p h i c a l  View o f  t h e  D e f o r m a t i o n
S o l u t i o n  f o r  a  Membrane w i t h
A/B = 2 / 3  a n d  n = 4 ....................................................  59
1 8 .  T o p o g r a p h i c a l  View o f  t h e  D e f o r m a t i o n
S o l u t i o n  f o r  a Membrane w i t h
A/B a 2 / 3  a n d  n = 3 ....................................................  60
1 9 .  T o p o g r a p h i c a l  View o f  t h e  D e f o r m a t i o n
S o l u t i o n  f o r  a Membrane w i t h
A/B = 2 / 3  an d  n = 2 ....................................................  61
2 0 .  P r o f i l e  a n d  T o p o g r a p h i c a l  S o l u t i o n  f o r
a n  I n c r e m e n t a l  S o l u t i o n ............................................  62
2 1 .  P r o f i l e  an d  T o p o g r a p h i c a l  S o l u t i o n  f o r
an  I n c r e m e n t a l  S o l u t i o n ............................................  63
2 2 .  P r o f i l e  an d  T o p o g r a p h i c a l  S o l u t i o n  f o r
a n  I n c r e m e n t a l  S o l u t i o n ............................................  64
2 3 .  T y p i c a l  T r a n s v e r s e  D i s p l a c e m e n t  v i e w e d  f rom
t h e  Z Y - P l a n e ............................. • • • • • .....................   65
2 4 .  Top View o f  t h e  F i n a l  De formed S ha pe  o f  a
Clamped R e c t a n g u l a r  M e m b r a n e . .............................  66
2 5 .  V a r i a t i o n  o f  C e n t e r  D i s p l a c e m e n t  w i t h  T im e .  67
2 6 .  D e v e l o p m e n t  o f  I m p u l s e  f r om a  C h a r g e . . . . . . .  80
2 7 .  S t r e s s - s t r a i n  C u rv e  A p p r o x i m a t e d  by
Two L i n e s ................................................................................. 84
v i
NOMENCLATURE
x , y » z  R e c t a n g u l a r  c a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s
A,B P l a t e  h a l f  l e n g t h s
V I n i t i a l  t r a n s v e r s e  v e l o c i t y
r , r 0 , R , R 0 R a d i u s  v e c t o r s  ( h i n g e - c u r v e )
t  T ime
n A r b i t r a r y  number
A n g l e s  a s  d e f i n e d  i n  c o n t e x t  
H ,h  P l a t e  t h i c k n e s s
dL E l e m e n t a l  l e n g t h
q C o l l a p s e  p r e s s u r e
U R a d i a l  d i s p l a c e m e n t
U R a d i a l  v e l o c i t y
C i r c u m f e r e n t i a l  n o r m a l  s t r e s s
<*p{ R a d i a l  n o r m a l  s t r e s s
Normal  s t r e s s  i n  s l o p i n g  p a r t
P m a s s / u n i t  v o l u m e
v P o i s s o n ' s  r a t i o
a  Y i e l d  s t r e s s
c ( f f /p ) 4
a , b , c , w  H a r d e n i n g  p a r a m e t e r s
E Summat ion
E Y o u n g ' s  m o d u l u s
f f , e  E f f e c t i v e  s t r e s s ,  e f f e c t i v e  s t r a i n
e* N u m e r i c a l l y  l a r g e s t  s t r a i n
T0Ct » Y 0Ct  O c t a h e d r a l  s h e a r i n g  s t r e s s ,
o c t a h e d r a l  s h e a r i n g  s t r a i n
v i i i
LIST OF TABLES
Paga
I* A s p e c t  R a t i o  D a t a ............. * ........................................................  52
i x
ABSTRACT
An a n a l y t i c a l  p r o c e d u r e  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  
f o r  o b t a i n i n g  t h e  s o l u t i o n  t o  c l a m p e d  r e c t a n g u l a r  
mem br an e s  s u b j e c t e d  t o  i m p u l s i v e  l o a d i n g *  The 
i m p u l s i v e  l o a d i n g  was  due  t o  a n  e x p l o s i o n '  c a u s i n g  t h e  
membrane  t o  move w i t h  a  u n i f o r m  i n i t i a l  v e l o c i t y *
The i n e l a s t i c  d e f o r m a t i o n  p r o b l e m  was  f o r m u l a t e d  
u s i n g  t h e  b a s i c  l a w s  o f  m e c h a n i c s  f o r  d y n a m i c  
e q u i l i b r i u m ,  a h i n g e  l i n e  c o n c e p t ,  a n d  t h e  n e c e s s a r y  
r e l a t i o n s h i p s  o f  p l a s t i c i t y .
S o l u t i o n s  w e r e  o b t a i n e d  f o r  m i l d  s t e e l  
m a t e r i a l s  u s i n g  b o t h  t h e  i n c r e m e n t a l  t h e o r y  o f  
p l a s t i c i t y  an d  t h e  d e f o r m a t i o n  t h e o r y  o f  p l a s t i c i t y .  
I n c l u d e d  i n  t h i s  s o l u t i o n  a r e  c a s e s  f o r  work  h a r d e n i n g  
o f  t h e  m a t e r i a l  a n d  no work h a r d e n i n g ' o f  t h e  m a t e r i a l .  
The p e r i p h e r a l  h i n g e  was a s s u m e d  t o  f o rm  a s  a  h y p e r -  
e l l i p s e  an d  t o  p r o p a g a t e  i n w a r d  w h i l e  r e t a i n i n g  i t s  
o r i g i n a l  s h a p e *
I t  was  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  a  c l o s e d  fo rm  
s o l u t i o n  u s i n g  t h e  d e f o r m a t i o n  t h e o r y  a n d  t h e  no 
work h a r d e n i n g  m a t e r i a l .  S o l u t i o n s  u s i n g  t h e  
i n c r e m e n t a l  t h e o r y  a r e  by n a t u r e  o b t a i n e d  n u m e r i c a l l y .  
The t o p o g r a p h i c a l  p l o t s  s h o w i n g  t h e  p r o p a g a t i o n  o f  
t h e  h i n g e  t o w a r d  t h e  c e n t e r  o f  t h e  membrane  h a v e  
shown t h e  i n c r e m e n t a l  t h e o r y  t o  g i v e  t h e  more
x
s a t i s f a c t o r y  s o l u t i o n  f o r  r e c t a n g u l a r  m em br ane s .
C o m p a r i so n  o f  t h e  r e s u l t s  o f  t h i s  s t u d y  a n d  
o t h e r  work done  i n  t h i s  a r e a  a p p e a r  t o  v a l i d a t e  t h e  
a p p r o a c h  u s e d  i n  t h i s  s t u d y .  The e q u a t i o n s  d e s c r i b i n g  
t h e  r e c t a n g u l a r  membrane m ere  r e d u c e d  t o  t h o s e  o f  
t h e  c i r c u l a r  membrane  and  t h e  d e f o r m a t i o n  r e s u l t s  
o b t a i n e d  were  co m p a re d  w i t h  t he .  s o l u t i o n s  o f  Hudson 
and  F r e d e r i c k .  The s o l u t i o n  o b t a i n e d  f o r  c i r c u l a r  
membranes  a p p r o x i m a t e d  s a t i s f a c t o r i l y  t h e  e x p e r i m e n t a l  
r e s u l t s  shown i n  t h e  work o f  F r e d e r i c k .
I n c l u d e d  i n  t h i s  s t u d y  i s  a l i m i t e d  
p a r a m e t r i c  s t u d y  w h i c h  i l l u s t r a t e s  t h e  e f f e c t s  o f  
v a r y i n g  t h e  a s p e c t  r a t i o .  I n s t e a d  o f  t h e  c o n i c a l  
s h a p e  o b t a i n e d  f o r  t h e  s h a p e  o f  t h e  d e f o r m e d  c i r c u l a r  
membrane ,  t h e  d e f o r m e d  s h a p e  o f  t h e  r e c t a n g u l a r  
membrane c a n  b e s t  b e  d e s c r i b e d  a s  an  e l l i p t i c a l  s h a l l .
CHAPTER I
INTRODUCTION
Dynamic d e f o r m a t i o n s  o f  s t r u c t u r a l  members  
ha v e  l o n g  be en  a n  a r e a  o f  i n t e r e s t  t o  s c i e n t i s t s  and  
e n g i n e e r s .  The adv /an t  o f  t h e  s p a c e  a g e  a n d  i t s  
i n h e r e n t l y  s e v e r e  r e q u i r e m e n t s  i n  t h e  a r e a  o f  d yn a m ic  
e n v i r o n m e n t s  su c h  a s  m e c h a n i c a l  shock  and  v i b r a t i o n  
and  t h e  c o n t r a s t i n g  demand f o r  l o w e s t  p o s s i b l e  
s t r u c t u r a l  w e i g h t  n e c e s s i t a t e  o b t a i n i n g  t h e  maximum 
l o a d  c a r r y i n g  c a p a c i t i e s  f o r  s t r u c t u r a l  e l e m e n t s  
w i t h i n  a l l o w a b l e  d e f o r m a t i o n  l i m i t a t i o n s .  The a b i l i t y  
t o  p r e d i c t  d e f l e c t i o n s  and l a t e r a l - l o a d  c a r r y i n g  
c a p a c i t i e s ,  i n c l u d i n g  u l t i m a t e  c a p a c i t i e s ,  o f  p l a t e s  
i s  i m p o r t a n t  w he re  p l a t e s  a r e  a n  i n t e g r a l  p a r t  o f  t h e  
s t r u c t u r a l  d e s i g n  and  a r e  u s e d  a s  l o a d - c a r r y i n g  
e l e m e n t s  o r  s u b s t r u c t u r e s .  S i n c e  many o f  t h e  m a t e r i a l s  
u s e d  i n  e n g i n e e r i n g  a p p l i c a t i o n s  have  c o n s i d e r a b l e  
d u c t i l i t y  beyond  t h e i r  e l a s t i c  l i m i t ,  t h e  l o a d -  
c a r r y i n g  c a p a c i t y  o r  t h e  f l e x u r a l  c a p a c i t y  o f  a  p l a t e  
c o u l d  be  s u b s t a n t i a l l y  g r e a t e r  t h a n  t h a t  a t  t h e  f i r s t  
o c c u r r e n c e  o f  y i e l d i n g .  R e d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  s t r e s s e s
1
2u i i t h i n  t h e  p l a t s  a l l o w s  i t  t o  c a r r y  a d d i t i o n a l  l o a d s *
The e l a s t i c  f l e x u r a l  b e h a v i o r  o f  p l a t e s  i s  
w e l l  known a n d  d o c u m e n t e d ,  a n d  t h e  u p p e r -  and  l o w e r -  
bo u nd  u l t i m a t e  c a p a c i t i e s  o f  p l a t e  s t r u c t u r e s  o f  
p e r f e c t l y  p l a s t i c  m a t e r i a l  c a n  be  d e t e r m i n e d  w i t h  
t h e  t h e o r e m s  o f  l i m i t  a n a l y s i s *  The i n e l a s t i c  
b e h a v i o r  b e y o n d  t h e  o c c u r r e n c e  o f  f i r s t  y i e l d i n g  o f  
r e c t a n g u l a r  p l a t e s  i s  c o m p a r a t i v e l y  u n k n o w n .  Even 
l e s s  i s  known f o r  p l a t e s  o f  w o r k - h a r d e n i n g  m a t e r i a l s ,  
s i n c e  t h e  a v a i l a b l e  m e t h o d s  o f  l i m i t  a n a l y s i s  do n o t  
a p p l y *
Many p r a c t i c a l  a n d  i m p o r t a n t  p r o b l e m s  i n  
t h e  a r e a  o f  l o a d  c a r r y i n g  c a p a c i t y  a n d  d e f o r m a t i o n  
c o u l d  be  d e s c r i b e d ,  b u t  i n  t h e  i n t e r e s t  o f  b r e v i t y  
o n l y  a  f ew w i l l  be  g i v e n .  S t r u c t u r a l  i n t e g r i t y  i s  
o r  p r i m e  i m p o r t a n c e  when i t  i s  r e l a t e d  t o  t h e  s a f e t y  
o f  p e o p l e *  Su ch  a c a s e  w o u l d  be t h e  h o u s i n g  
s u r r o u n d i n g  t e s t s  o f  e x p l o s i v e  c o m p o n e n t s  o r  h i g h  
p r e s s u r e  f a c i l i t i e s  w h e r e  p e o p l e  w o r k i n g  i n  t h e  a r e a  
c o u l d  b e  i n j u r e d  f rom s t r u c t u r a l  f a i l u r e .  The l o a d  
c a r r y i n g  c a p a c i t y  and d e f o r m a t i o n  i s  a l s o  o f  i n t e r e s t  
i n  v a r i o u s  m e t a l  f o r m i n g  t e c h n i q u e s ,  s t r u c t u r a l  
i n t e g r i t y  o f  m i s s i l e s  a g a i n s t  a n t i - m i s s i l e  a t t a c k ,  
p a n e l  m a t e r i a l s  f o r  p r o t e c t i o n  o f  t h e  p e o p l e  a g a i n s t  
n u c l e a r  a t t a c k ,  t h e  r e s p o n s e  o f  s u b m a r i n e  h u l l s  t o
3l a r g e  u n d e r w a t e r  e x p l o s i o n s ,  a n d  many o t h e r  e x a m p l e s  
c o u l d  b e  c i t e d .
ThBse c o n s i d e r a t i o n s  i l l u s t r a t e  s u f f i c i e n t  
j u s t i f i c a t i o n  f o r  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a n a l y t i c a l  
m e t h o d s  o f  p r e d i c t i n g  t h a  i n e l a s t i c  b e h a v i o r  and  l o a d  
c a r r y i n g  c a p a c i t i e s  o f  p l a t e s  s u b j e c t e d  t o  i m p u l s i v e  
l o a d i n g .  D e v e l o p m e n t  i n  t h i s  a r e a  u / i l l  a i d  t h e  
d e s i g n e r  i n  t h e  opt imum u s a g a  o f  m a t e r i a l  an d  h e l p  
d e l e t e  some o f  t h e  q u e s t i o n s  w h i c h  n e c e s s i t a t e  l a r g e  
s a f e t y  f a c t o r s  i n  d e s i g n .
D e f i n i t i o n  o f  t h e  P r o b l e m
The d e s i g n  o f  p l a t e s  u s i n g  m i l d  s t e e l ,  
a l u m i n u m ,  a n d  o t h e r  m a t e r i a l s  i s  a  p r o b l e m  f r e q u e n t l y  
e n c o u n t e r e d  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  s t r u c t u r e s .  One 
p r o b l e m  o f  d e s i g n  i s  t h e  r e s p o n s e  o f  s t e e l  p l a t e s  t o  
h i g h  i n t e n s i t y  i m p u l s i v e  l o a d i n g s ,  s u c h  a s  t h o s e  
a s s o c i a t e d  w i t h  e x p l o s i v e s .  - The  e x a c t  s o l u t i o n  o f  
s u c h  a  p r o b l e m  i s  v e r y  f o r m i d a b l e  and  p r o b a b l y  c a n n o t  
be  o b t a i n e d  a t  t h e  p r e s e n t  t i m e  b e c a u s e  o f  t h e  h i g h  
d e g r e e  o f  n o n - l i n e a r i t y  o f  t h e  d e s c r i b i n g  e q u a t i o n s .  
T h e r e f o r e ,  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  m u s t  b e  r e p l a c e d  w i t h  
an  a p p r o x i m a t e  a n a l y s i s  t h a t  i s  more  a m e n a b l e  t o  
n u m e r i c a l  c o m p u t a t i o n s .
The f o r m a t i o n  o f  t h i s  p r o b l e m  i s  a p p l i c a b l e
4t o  p l a t e s  o f  a r b i t r a r y  s h a p e ,  b u t  d i f f e r e n t  a s s u m p t i o n s  
w o u l d  h a v e  t o  be  made f o r  t h e  h ingB  l i n e  d e v e l o p m e n t .  
The p r i m a r y  e m p h a s i s  o f  t h i s  s o l u t i o n  i s  p l a c e d  on 
t h e  s o l u t i o n  o f  i s o t r o p i c  r e c t a n g u l a r  p l a t e s  f o r  t h e  
c a s e s  o f  i d e a l  p l a s t i c i t y  a n d  f o r  work  h a r d e n i n g .
The m o de l  d e s c r i b i n g  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  
r e c t a n g u l a r  membrane  s h o u l d  b e  d e v e l o p e d  i n  s u c h  a 
m a n n e r  t h a t  i t  w i l l  s i m p l i f y  t h e  e q u a t i o n s  o f  t h e  
s y s t e m ,  y e t  n o t  a d v e r s e l y  a f f e c t  t h e  v a l u e s  o f  t h e  
q u a n t i t i e s  t h a t  a r e  s o u g h t .  The q u a n t i t i e s  t h a t  c a n  
b e  o b t a i n e d  a r e  t h i c k n e s s  d i s t r i b u t i o n ,  d e f l e c t i o n ,  
s t r a i n ,  s t r a i n - t i m e  r e l a t i o n s h i p s ,  g e o m e t r y  o f  t h e  
f i n a l  s h a p e ,  a n d  t h e  e f f e c t s  o f  work h a r d e n i n g .
The o r i g i n a l  r e c t a n g u l a r  p l a t e  w i l l  b e  
r e p l a c e d  by a membrane  o f  u n i f o r m  t h i c k n e s s  a n d  o f  
t h e  same s h a p e  w h i c h  by  d e f i n i t i o n  c a n n o t  s u s t a i n  any  
b e n d i n g  moment  o r  s h e a r  f o r c e .  The l o a d i n g  w i l l  be  
an  i m p u l s e  i n  t h e  l a t e r a l  d i r e c t i o n  w h i c h  i m p a r t s  
a u n i f o r m  v e l o c i t y ,  V, t o  t h e  membrane  m a t e r i a l  
n o r m a l  t o  i t s  i n i t i a l  p l a n e  a s  shown i n  F i g u r e  1 .
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S i d e  View
F i g u r e  1 .  Mechan i sm  o f  Membrane Beh av / i o r
6The s t a t i c  a n d  d y n a m i c  e l a s t i c  a c t i o n  a n d  t h e  p l a s t i c  
v i b r a t i o n s  w i l l  b e  n e g l e c t e d .  The m a t e r i a l  w i l l  b e  
a s s u m e d  t o  be  an  i d e a l  i n c o m p r e s s i b l e  p l a s t i c  
m a t e r i a l ,  s u c h  t h a t  i t  w i l l  b e  i s o t r o p i c  i n  y i e l d i n g .  
The l o a d i n g  c a u s e s  a  p l a s t i c  b e n d i n g  wa ve  w h i c h  
r e p r e s e n t s . a  d i s c o n t i n u i t y  i n  t hB  s l o p e  a s  shown i n  
F i g u r e  2 .
F l a t  C e n t r a l  R e g i on S e n d i n g  Wavs
R i g i d  M a t e r i a l
R i g i d  R e s t r a i n i n g  Frame
F i g u r e  2 .  C u t  away S k e t c h  o f  t h e  Membrane
The d i s c o n t i n u i t y  d e v e l o p s  a t  t h e  b o u n d a r y  and  t r a v e l s  
n o r m a l  t o  t h e  b o u n d a r y  w i t h  a  u n i f o r m  v e l o c i t y  i f  t h e  
membrane  i s  o f  u n i f o r m  t h i c k n e s s  an d  i s  i s o t r o p i c  
i n  y i e l d i n g .
The h i n g e ,  o r  b o u n d a r y  o f  t h e  d i s c o n t i n u i t y  
i n  s l o p e ,  i s  a s s u m e d  t o  be  a  c u r v e  g e o m e t r i c a l l y
7s i m i l a r  t o  thB b o u n d a r y  c u r v e  e x c e p t  a t  t h e  c o r n e r s  
whe re  t h e  added  r i g i d i t y  k e e p s  t h e  c o r n e r  f r om 
d e f o r m i n g  p l a s t i c a l l y .  Thus  t h e  s h a p e  w i l l  r e s e m b l e
t h a t  o f  a n  e l l i p s e  w i t h  f l a t  s i d e s  and  e n d s  wh i ch
can  b e  a p t l y  d e s c r i b e d  by t h e  e q u a t i o n
< * > "  ♦ $-> "  = 1
w he re  n i s  c h o s e n  t o  f i t  t h e  c o n f i g u r a t i o n .  As t h e  
h i n g e  c u r v e  a p p r o a c h e s  t h e  c e n t e r  o f  t h e  membrane  
i t  i s  s m a l l e r  t h a n  t h e  b o u n d a r y  c u r v e  and  i s  
d i m i n i s h i n g  i n  s i z e .  The c u r v e  s e p a r a t e s  t h e  membrane  
i n t o  two  r e g i o n s .  The i n n e r  r e g i o n  i s  f l a t  and  moves
w i t h  u n i f o r m  t r a n s v e r s e  v e l o c i t y  \! , and t h e  o u t e r
r e g i o n  i s  r i g i d  and  s t a t i o n a r y  a s  d e p i c t e d  i n  
F i g u r e  2 .  P l a s t i c  f l o w  t a k e s  p l a c e  o n l y  i n  t h e  i n n e r  
r e g i o n .
Working  f r o m  t h i s  mod e l  a m a t h e m a t i c a l  
f o r m u l a t i o n  o f  t h e  m o t i o n  w i l l  b e  d e v e l o p e d  t o  
s a t i s f y  t h e  f u n d a m e n t a l  l a w s  o f  m e c h a n i c s .  The 
e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  f o r  i n t e r m e d i a t e  and  f i n a l  
d i s p l a c e m e n t s  u s i n g  t h e  d e f o r m a t i o n  t h e o r y  f o r  t h e  
n o n - w o r k  h a r d e n i n g  c a s e  and  i n c r e m e n t a l  t h e o r y  f o r  
b o t h  w o r k -  and n o n - w o r k  h a r d e n i n g .
CHAPTER I I
PREVIOUS UIORK
A c o m p l e t e  h i s t o r y  o f  p r e v i o u s  work  l e a d i n g  
up t o  t h e  p r o b l e m  i l l u s t r a t e d  i n  t h i s  s t u d y  w ou l d  b e  
a v o l u m i n o u s  r e p o r t  i n  i t s e l f .  I t  uiould r e q u i r e  
c o v e r i n g  t h e  f i e l d  o f  e l a s t i c  m a t e r i a l s  a n d  t h e  many 
v o l u m e s  o f  work  done  i n  t h i s  a r e a .  T h e r e  w i l l  b e  no 
a t t e m p t  t o  m e n t i o n  t h e  many w o r k s  d o n e ,  b u t  o n l y  t h e  
o n e s  c o n c e r n e d  w i t h  t h i s  u n d e r t a k i n g .  Ho w ev e r ,  n o t e  
s h o u l d  be  made o f  t h e  f i r s t  m a t h e m a t i c a l  a c c o u n t  o f  
t h e  p l a s t i c  s t r a i n i n g  o f  m a t e r i a l s  don e  i n  t h e  l a t t e r  
p a r t  o f  t h e  1 9 t h  c e n t u r y  by  Levy a n d  S a i n t - V e n a n t .  
S i g n i f i c a n t  a d v a n c e s  i n  t h e  a r e a  o f  p l a s t i c i t y  d i d  n o t  
o c c u r  u n t i l  a f t e r  1920* P l a s t i c i t y  i s  s t i l l  a  
r e l a t i v e l y  y ou n g  f i e l d ,  b u t  i t  i s  f i n d i n g  i n c r e a s i n g  
a p p l i c a t i o n ,  e s p e c i a l l y  i n  t h e  f i e l d  o f  m e t a l  
t e c h n o l o g y .
S i n c e  t h e  f o r m u l a t i o n  o f  a  g e n e r a l  t h e o r y  
i s  s o  d i f f i c u l t ,  t h e  p a r t i c u l a r  p r o b l e m s  o f  c i r c u l a r  
m e m b r a n e s  h a v e  a t t r a c t e d  m o s t  a n a l y t i c a l  i n v e s t i g a t i o n s .  
The f i r s t  s o l u t i o n  o f  p l a s t i c  d e f o r m a t i o n  o f  c i r c u l a r
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9d i a p h r a g m s  s u b j e c t e d  t o  i m p u l s i v e  l o a d i n g  i s  t h a t  o f  
Hudson (1)  i n  1 9 5 1 .  Hudson  u s e d  a m e t h od  w h i ch  
emp loyed  a p l a s t i c  h i n g e  a n d  d e v e l o p e d  t h e  g o v e r n i n g  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  u s i n g  t h e  c o n s e r v a t i o n  o f  
e n e r g y .  S o l u t i o n s  were  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  d e f o r ­
m a t i o n  t h e o r y  o f  p l a s t i c i t y  f o r  t h e  c a s e s  o f  work 
h a r d e n i n g  a n d  no work h a r d e n i n g .  F r e d e r i c k  ( 2 )  i n  
1959  u se d  t h e  i n c r e m e n t a l  t h e o r y  o f  p l a s t i c i t y  a n d  
f o r m u l a t e d  h i s  g o v e r n i n g  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  
u s i n g  w o r k - e n e r g y  and  im pu l se -m om en tum  p r i n c i p l e s .  
F r e d e r i c k ' s  s o l u t i o n  f a l l o w e d  t h e  same fo rm  a s  
H u d o n ' s  i n  t h a t  he  u s e d  a c i r c u l a r  h i n g e  b e i n g  
p r o p a g a t e d  i n w a r d  f rom t h e  p e r i m e t e r .  I n c l u d e d  i n  
F r e d e r i c k ' s  s o l u t i o n  i s  a  c o m p a r i s o n  w i t h  e x p e r i m e n t a l  
d a t a  o b t a i n e d  f rom e x p l o s i v e  t e s t s .  I n  1955 Wang ( 3 )  
a p p l i e d  a l i m i t  a n a l y s i s  a p p r o a c h  f o r  c i r c u l a r  p l a t e s  
w h i c h  c o n s i d e r e d  o n l y  b e n d i n g  s t r e s s e s .  W i tm er ,  
9 a l m e r »  L e e c h ,  a n d  P i a n  ( 4 )  p u b l i s h e d  t h e i r  work 
c o n c e r n i n g  l a r g e  dynamic  d e f o r m a t i o n  o f  p l a t e s  a n d  
s h e l l s  d u r i n g  1 9 6 3 .  T h e i r  t h e o r y  was m o s t  g e n e r a l  
s i n c e  i t  i n c l u d e d  b e n d i n g  a n d  membrane s t r e s s e s ,  
e l a s t i c - p l a s t i c  d e f o r m a t i o n  r e s p o n s e s ,  a n d  t h e  
i n c r e m e n t a l  t h e o r y  o f  p l a s t i c i t y .  The m o s t  s e r i o u s  
d e f i c i e n c y  o f  t h e i r  t h e o r y  i s  t h e  e x t e n s i v e  c o m p u t e r  
t i m e  r e q u i r e d  f o r  e ach  p r o b l e m ,  making  i t  u n s u i t a b l e
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f o r  p a r a m e t r i c  i n v e s t i g a t i o n s .  N e g l e c t i n g  c h a n g e s  
i n  t h e  g e o m e t r y  o f  t h e  c o n t i n u u m ,  M a r t i n  ( 5 )  p u b l i s h e d  
i m p u l s i v e  l o a d i n g  t h e o r e m s  f o r  r i g i d - p l a s t i c ,  s t r a i n -  
r a t e  i n s e n s i t i v e  c o n t i n u a .  The r e s p o n s e  t i m e  g i v e n  
by  h i s  t h e o r y  f o r  c e r t a i n  beam an d  c i r c u l a r  p l a t e  
p r o b l e m s  wa s  c o m p a r a b l e  w i t h  o t h e r  t h e o r i e s ,  b u t  t h e  
m a g n i t u d e  o f  c e n t r a l  d e f l e c t i o n  was  t o o  much i n  e r r o r .  
I n  1966 Boyd ( 6 )  a n a l y z e d  t h e  c i r c u l a r  membrane  
p ro b l e m  u s i n g  d e f o r m a t i o n  t h e o r y  o f  p l a s t i c i t y  i n  
c o n j u n c t i o n  w i t h  u i o r k - e n e r g y  p r i n c i p l e s .  He,  a l s o ,  
n e g l e c t e d  t h e  r a d i a l  i n e r t i a  and  t h e  work  d o n e  by 
f o r c e s  a c t i n g  i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i o n .  T h i s  s o l u t i o n  
p r o v i d e d  a  v e r y  e f f i c i e n t  means  o f  p e r f o r m i n g  
p a r a m e t r i c  i n v e s t i g a t i o n s  f o r  c i r c u l a r  m e m b r a n e s .
I n  1968 Thomson  (7 )  p u b l i s h e d  h i s  w or k  on t h e  p l a s t i c  
b e h a v i o r  o f  c i r c u l a r  p l a t e s  s u b j e c t e d  t o  t r a n s v e r s e  
i m p u l s i v e  l o a d i n g s  o f  G a u s s i a n  d i s t r i b u t i o n .  T h i s  i s  
t h e  mos t  r e c e n t  work f o u n d  i n  t h e  l i t e r a t u r e  f o r  
d y na mi c  l o a d i n g .
The  l i t e r a t u r e  s u r v e y  sh o w s  t h a t  s o l u t i o n s  
t o  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  d y n a m i c  d e f o r m a t i o n  r e s p o n s e  
o f  r e c t a n g u l a r  p l a t e s  i n  t h e  i n e l a s t i c  r e g i o n  a r e  
p r a c t i c a l l y  n o n e x i s t a n t .  A d i s s e r t a t i o n  by L i n d b e r g h  
( 8 )  i n  1967 i s  t h e  o n l y  p u b l i s h e d  s o l u t i o n  t o  t h i s  
p r o b l e m  f o u n d  i n  t h e  l i t e r a t u r e .  L i n d b e r g h  s o l v e d
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t h e  r e c t a n g u l a r  membrane  p r o b l e m  u s i n g  f i n i t e  
d i f f e r e n c e  t e c h n i q u e s  a p p l i e d  t o  t h e  F l u g g e  and  
G e y l i n g  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  d e f o r m a t i o n  o f  membrane 
s h e l l s -  He c o n s i d e r e d  t h e  membrane  a s  a p s e u d o - s h e l l  
a n d  u s e d  t h e  i n c r e m e n t a l  t h e o r y  t o  d e s c r i b e  t h e  t o t a l  
r e s p o n s e  a s  t h e  sum o f  num ero us  i n c r e m e n t s  o f  s m a l l  
d i s p l a c e m e n t s .  The m a t e r i a l  was  a s su m e d  t o  be  r i g i d -  
p l a s t i c  s t r a i n - h a r d e n i n g  i n  r e s p o n s e  t o  t h e  a p p l i e d  
l o a d .  One o f  t h e  l a t e s t  c o n t r i b u t i o n s  i n  t h e  a r e a  
o f  d y na m ic  r e s p o n s e  o f  r e c t a n g u l a r  membranes  i s  a 
t h e s i s  by S r i v a s t a v a  ( 9 ) .  Some i d e a s  a r e  p r e s e n t e d  
f o r  t h e  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  u s i n g  a h i n g e  l i n e  
a p p r o a c h ,  b u t  no s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d ,  a n d  no d e f i n i t e  
f o r m u l a t i o n  o f  t h e  t o t a l  p r o b l e m  i s  a c h i e v e d .  T h i s  
w r i t i n g  d o e s  p r e s e n t  a r a t h e r  e x t e n s i v e  l i s t  o f  
r e f e r e n c e s  a nd  p o i n t s  o u t  many i m p o r t a n t  i d e a s  t o  
k e e p  i n  m ind  d u r i n g  t h e  s o l u t i o n  o f  a p l a s t i c  
d e f o r m a t i o n  p r o b l e m .
O t h e r  a n a l y t i c a l  a n d  n u m e r i c a l  i n v e s t i g a ­
t i o n s  o f  r e c t a n g u l a r  membranes  f o u n d  i n  t h e  l i t e r a t u r e  
w e r e  r e l a t e d  t o  s t a t i c  l o a d  c o n d i t i o n s .  L a t e l y  much 
i n t e r e s t  h a s  b e e n  shown i n  p l a t e  and  membrane  p r o b l e m s  
u s i n g  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  a p p r o a c h .  D u r i n g  19 66 ,  Pope  
( 1 0 )  p u b l i s h e d  a p a p e r  on t h e  a p p l i c a t i o n  o f  f i n i t e  
e l e m e n t  a n a l y s i s  t o  t h e  r e c t a n g u l a r  membrane  p r o b l e m
12
u s i n g  a n  e l a s t i c - p l a s t i c  m a t e r i a l ,  b u t  t h e  l o a d i n g  
was n o t  i n  t h e  t r a n s v e r s e  d i r e c t i o n .  A l so  d u r i n g  1 9 6 6 ,  
Oden an d  S a t o  ( 1 1 )  d e v e l o p e d  a f i n i t e  e l e m e n t  f o r m u l a ­
t i o n  f o r  t h e  f i n i t e  s t r a i n  and  d i s p l a c e m e n t  o f  e l a s t i c -  
m em b ra n e s  o f  g e n e r a l  s h a p e .  I n  1 9 6 8 ,  Ang a n d  Lopez  
C12)  d e v e l o p e d  a d i s c r e t e  mod e l  a n a l y s i s  o f  e l a s t i c -  
p l a s t i c  p l a t e s  a n d  a p p l i e d  i t  f o r  s q u a r e  p l a t e s  w i t h  
f i x e d  an d  s i m p l y  s u p p o r t e d  e d g e  c o n d i t i o n s .
One o t h e r  work o f  s p e c i a l  i n t e r e s t  f o r  t h i s  
s t u d y  was t h e  work  done  by R z h a n i t s y n  ( 1 3 )  c o n c e r n i n g  
t h e  s h a p e  a t  c o l l a p s e  o f  e l a s t i c - p l a s t i c  p l a t e s .
T h i s  work i s  p r i m a r i l y  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  s h a p e  o f  t h e  
h i n g e  l i n e s  f o r m e d  when p l a t e s  o f  v a r i o u s  s h a p e s  and  
v a r i o u s  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  l o a d e d  tD a l i m i t i n g  
s t a t e .  H ing e  l i n e s  a r e  shown f o r  u n i f o r m l y  l o a d e d  
p l a t e s  and  f o r  p o i n t  l o a d e d  p l a t e s .
CHAPTER I I I
FORMULATION OF THE PROBLEM
T h i s  c h a p t e r  i n c l u d e s  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  
t h e  m a t h e m a t i c a l  e q u a t i o n s  f o r  t h e  m o d e l  d e s c r i b e d  
i n  t h e  i n t r o d u c t i o n .  The c o m p l e t e  f o r m u l a t i o n  o f  
t h e  p r o b l e m  u s i n g  h i n g e  l i n e  t h e o r y  a n d  p l a s t i c  
d e f o r m a t i o n  a s  d e p i c t e d  i n  F i g u r e  2 i s  c h a r a c t e r i z e d  
an d  s u b d i v i d e d  i n t o  t h r e e  d i s t i n c t  s u b p r o b l e m s :
A. D e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  h i n g e  l i n e  s h a p e  
a n d  i t s  p r o p a g a t i o n  t o w a r d  t h e  c e n t e r  
o f  t h e  me m br an e ,
B .  B e h a v i o r  o f  t h e  m a t e r i a l  i n  t h e  n e i g h b o r ­
hood  o f  t h e  b e n d i n g  w a v e ,  a n d
C.  D e v e l o p m e n t  o f  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  
o f  m o t i o n  i n  t h e  f l a t  c e n t r a l  r e g i o n .
The t h e o r y  d e v e l o p e d  i n  t h i s  work  i s  b a s e d  on  t h e  
r e s u l t s  o f  p r e v i o u s  t h e o r e t i c a l  a n d  e x p e r i m e n t a l  
i n v e s t i g a t i o n s  p e r f o r m e d  u s i n g  c i r c u l a r  m e m b r a n e s .  
R e s u l t s  o b t a i n e d  f r o m  e x p l o s i v e l y  l o a d e d  c i r c u l a r  
m e m b r a n e s  a n d  t h e  t h e o r e t i c a l  work  f o r  c i r c u l a r  
m e m b r a n e s  ( 2 )  h a v e  b e e n  shown t o  b e  i n  good  a g r e e m e n t .
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I n  t hB f o r m u l a t i o n  o f  t h i s  p r o b l e m  an 
a t t e m p t  w i l l  be  made t o  j u s t i f y  a l l  s i m p l i f y i n g  
a s s u m p t i o n s  and  t h e i r  c o n t r i b u t i o n  t o  d e v i a t i o n s  
f rom t h e  a c t u a l  o r  t r u e  s o l u t i o n .
H i nge  L i n e  Geomet ry
When an  i m p u l s i v e  v e l o c i t y  i s  i m p a r t e d  
n o r m a l  t o  t h e  p l a n e  o f  a c l a m p e d  membrane ,  t h e  
membrane moves  a s  i f  an  i n i t i a l  u n i f o r m  v e l o c i t y  
had  b e e n  i m p r e s s e d  upon  i t  a s  shown i n  F i g u r e  1 .  T h i s  
i s  a n a l o g o u s  t o  a h i n g e  b e i n g  f o r m e d  a t  t h e  b o u n d a ry  
a n d  b e i n g  p r o p a g a t e d  t o w a r d  t h e  c e n t e r  o f  t h e  membrane .  
Levy (14 )  d e m o n s t r a t e d  e x p e r i m e n t a l l y  u s i n g  r e c t a n g u ­
l a r  p l a t e s  s u b j e c t e d  t o  h y d r o s t a t i c  p r e s s u r e s  t h a t  
p o i n t s  midway a l o n g  t h e  e d g e s  become p l a s t i c  unde r  
h i g h  p r e s s u r e s .  The r i g i d i t y  o f  a  r e c t a n g u l a r  
c l a m p e d  p l a t e  n e a r  t h e  c o r n e r s  i s  i n c r e a s e d ,  t h u s  i t  
seBms r e a s o n a b l e  t o  a s s u m e  t h a t  t h e  c o r n e r s  do n o t  
d e fo r m  p l a s t i c a l l y .  T h i s  phenomenon h a s  b e e n  shown 
e x p e r i m e n t a l l y  by L ev y .
P r e v i o u s  work on t h e  s h a p e  o f  c l a m p e d  p l a t e s  
a t  c o l l a p s e  ( 1 3 ) ,  l o a d e d  by a u n i f o r m l y  d i s t r i b u t e d  
p r e s s u r e  h a v e  shown t h e  p e r i p h e r a l  h i n g e  t o  t a k e  t h e  
s h a p e  shown i n  F i g u r e  3 .
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F i g u r e  3 .  The H i n g e  L i n e  o f  a  P o l y g o n a l  P l a t e
The h i n g e  l i n e  h a s  b e e n  f o u n d  t o  c o n s i s t  o f  two p a r t s ,
o n e  p a r t  b e i n g  s e g m e n t s  o f  t h e  f i x e d  e d g e s  and  t h e
s e c o n d  p a r t  b e i n g  t h e  c o r n e r s .  The f i x e d  e d g e s
c o n s i s t  o f  s t r a i g h t  l i n B  s e g m e n t s  a n d  t h e  c o r n e r s  a r e
a p p r o x i m a t e d  by  c u r v e d  s e g m e n t s .  I n  t h e  work o f
R z h a n i t s y n  ( 1 3 )  f o r  a  r e c . t a n g u l a r  p l a t e  a  h i n g e  l i n e
w a s  o b t a i n e d  t h a t  c o n s i s t e d  o f  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e
p l a t e  a n d  a  c u r v e d  s e g m e n t  o f  t h e  fo rm
t ( q \ -  b V 12  m____________
/ e r  c o s h  b (0 + p)
Where
^  a nd  b a r e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  o f  t h e  
s o l u t i o n ,
■M i s  t h e  l i m i t i n g  moment ,  a n d  
q i s  t h e  c o l l a p s e  p r e s s u r e .
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I n  t h e  i n t e r e s t  o f  s i m p l i f y i n g  t h e  s o l u t i o n  
t o  t h e  p r o b l e m ,  b u t  i n  c o n g r u e n c e  w i t h  t h e  d e s i r B  
o f  k e e p i n g  t h e  r e s u l t s  a s  a c c u r a t e  a s  p o s s i b l e ,  a 
s i n g l e  c o n t i n u o u s  e q u a t i o n  d e f i n i n g  t h e  h i n g e  c u r v e  
i s  d e s i r a b l e .  S i n c e  t h e  c o r n e r s  o f  t h e  membrane do 
n o t  de fo rm  p l a s t i c a l l y  a n d  p l a s t i c  f l -ow s t a r t s  a l o n g  
t h e  f i x e d  s i d e s ,  t h e n  a  r e a s o n a b l e  a s s u m p t i o n  f o r  t h e  
h i n g e  c u r v e  w o u l d  b s  o f  t h e  form
Where
A i s  t h e  h a l f  l e n g t h  o f  t h e  p l a t e  i n  t h e  
x -  d i r e c t i o n ,
B i s  t h e  h a l f  l e n g t h  o f  t h e  p l a t e  i n  t h e
y -  d i r e c t i o n ,  a n d
n i s  an  a r b i t r a r y  i n t e g e r .
I t  was s u g g e s t e d  by S r i v a s t a v a  ( 9 )  t h a t  a c u r v e  o f
t h i s  t y p e  c o u l d  be a p p l i e d .  S i n c e  t h e  h i n g e  c u r v e
a t t e m p t s  t o  r e m a i n  g e o m e t r i c a l l y  s i m i l a r  t o  t h e
b o u n d a r y  c u r v e  t h i s  a s s u m p t i o n  w o u l d  a p p e a r  t o  b e
q u i t e  a c c u r a t e .  The h i n g e  l i n e  may b e  f o r c e d  t o
a p p r o x i m a t e  t h e  b o u n d a r y  o f  a r e c t a n g u l a r  membrane
a s  c l o s e l y  a s  d e s i r e d ,  i f  d i s c r i m i n a t i o n  i s  u s e d  when
s e l e c t i n g  n .  F o r  a v a l u e  o f  n = 2 t h e  c u r v e
r e p r e s e n t s  a n  e l l i p s e .  I t  w i l l  b e  shown  l a t e r  t h a t ,  
whan  n = 2 a n d  A i s  e q u a l  t o  B, t h e  e q u a t i o n  w i l l
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s a t i s f y  t h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  c i r c u l a r  m e m b r a n e .  As 
n i n c r e a s e s  t h e  c u r v e  w i l l  move t o w a r d  t h e  c o r n e r s ,  
a s  shown i n  f i g u r e s  4 ,  5 ,  and  6 , r e s u l t i n g  i n  a  much 
c l o s e r  a p p r o x i m a t i o n .  A v a l u e  o f  n = 6 was 
s e l e c t e d  f o r  t h i s  w o r k .  A c o m p a r i s o n  o f  t h e  r e d u c t i o n  
i n  a r e a  u s i n g  n = 6 h a s  shown t h a t  e v e n  i f  t h e  h i n g e  
l i n e  was t h e  b o u n d a r y  ( n  = *“ ) t h e  e r r o r  i n v o l v e d  
w o u l d  be  l e s s  t h a n  5 p e r  c e n t .
The  c u r v e s  shown i n  f i g u r e s  4 ,  5 ,  a n d  6 a r e  
shown t o  i l l u s t r a t e  t h e  p r o x i m i t y  o f  t h e  c u r v e  t o  t h e  
a c t u a l  c o r n e r  o f  t h e  membrane  f o r  v a r i o u s  a s p e c t  
r a t i o s  a n d  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  n .
The  s h a p e  o f  t h e  h i n g e  c u r v e  a s  i t  p r o g r e s s e s  
i n w a r d  t o w a r d  t h e  c e n t e r  o f  t h e  membrane  i s  a s s u m e d  
t o  r e m a i n  s i m i l a r  t o  t h e  i n i t i a l  p e r i p h e r a l  h i n g e .
I n  t h e  a b s e n c e  o f  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  i m p u l s i v e l y  
l o a d e d ,  c l a m p e d ,  r e c t a n g u l a r  m e m b r a n e s  c e r t i f i c a t i o n  
Df t h i s  a s s u m p t i o n  i s  b a s e d  on a v a i l a b l e  c o m p a r a t i v e  
r e s u l t s .  I n  t h i s  c a s e  t h e  h i n g e  c u r v e  may be  c o m p a r e d  
w i t h  known work  f o r  s t a t i c a l l y  l o a d e d  m e m b r a n e s  a n d  
t h e  one  known s o l u t i o n  o f  d y n a m i c a l l y  l o a d e d  m em b r an e s  
g i v e n  by L i n d b e r g h  ( 8  ) .  The t r u e  m e a s u r e  o f  t h e  
a c c e p t a b i l i t y  o f  t h e  p r o p o s e d  h i n g e  l i n e  w i l l  b e  
shown i n  t h B  f i n a l  r e s u l t s  o f  t h e  s o l u t i o n .
C o n v e r s i o n  o f  t h e  h i n g e  c u r v e  t o  p o l a r
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F i g u r e  4 .  P e r i p h e r a l  H in ge  f o r  a membrane 
w i t h  A/B = 1 an d  V a r y i n g  n
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F i g u r e  5 ,  P e r i p h e r a l  H in ge  f o r  a Membrane  
w i t h  A/B = 2 / 3  a nd  V a r y i n g  n .
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F i g u r e  6 . P e r i p h e r a l  H i n g e  f o r  A/B = \  a n d  V a r y i n g n*
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c o o r d i n a t e s  c h a n g e s  t h e  e q u a t i o n  t o  a m o r e  a p p l i c a b l e  
f o r m .  Wi th  t h e  a p p r o p r i a t e  s u b s t i t u t i o n s  t h e  e q u a t i o n  
i s  c o n v e r t e d  t o  t h e  f o l l o w i n g  form
R _ _______________ S_______________  (1
C ( C o s  Q)n + s i n  9 ) n ] *
S e h a v i o r  i n  t h e  N e i g h b o r h o o d  o f  t h e  B e n d i n g  Wave
The p r o b l e m  o f  a c i r c u l a r  membrane  s u b ­
j e c t e d  t o  i m p u l s i v e  l o a d i n g  h a e  b e e n  t r e a t e d  by 
Hudson  ( 1 )  a n d  by  F r e d e r i c k  ( 2 )  u s i n g  a  mec han i sm  
s i m i l a r  t o  t h e  o n e  u s e d  i n  t h i s  s t u d y .  A p p l i c a t i o n  
o f  t h e  b a s i c  l a w s  o f  m e c h a n i c s  and  t h e  g e o m e t r i c a l  * 
c o n f i g u r a t i o n  o f  t h e  membrane  a s  i t  d e f o r m s  w i l l  
d e t e r m i n e  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  f o r  t h i s  p r o b l e m .
At a t i m e ,  t ,  a f t e r  t h e  s t a r t  o f  t h e  m o t i o n ,  
when t h e  h i n g e  l i n e  h a s  p r o p a g a t e d  i n w a r d  and  p a s s e d  
a g i v e n  r e f e r e n c e  p o i n t ,  i t  h a s  t i l t e d  t h e  p o r t i o n  
b e h i n d  i t  i n t o  t h e  f o r m  o f  a  s i x t h  o r d e r  e l l i p t i c a l  
s h e l l  a s  shown i n  F i g u r e  7 .  L e t  dL be  t h e  w i d t h  o f  
an  i n c r e m e n t a l  r i n g  o f  t h i c k n e s s  H j u s t  a h e a d  o f  t h e  
b e n d i n g  wav e ,  when t h e  b e n d i n g  wave i s  a  d i s t a n c e  R 
f r o m  t h e  c e n t e r  o f  t h e  membrane  a s  shown i n  F i g u r e  8 . 
The e l e m e n t a l  r i n g  o f  w i d t h  dL w i l l  be  s w e p t  o v e r  a n d  
r o t a t e d  t h r o u g h  a n  a n g l e  i n  t h e  t i m e  i n t e r v a l  d t .  
T h i s  r i n g  h a s  r o t a t e d  w i t h o u t  e l o n g a t i o n  o n t o  t h e
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P r o f i 1 b
F i g u r e  7* P l a t e  i n  t h e  S t a t e  o f  D e f o r / n a t i o n
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r i g i d  o u t e r  p o r t i o n  o f  t h e  d e f o r m e d  membrane* The 
wave h a s  t r a v e l e d  a  r a d i a l  d i s t a n c e  o f  - R d t  i n  t i m e  
i n t e r v a l  d t ,  R i s  d e c r e a s i n g  w h i c h  c a u s e s  R t o  be  
n e g a t i v e  a nd  a c c o u n t s  f o r  t h e  n e g a t i v e  s i g n .  P o i n t  
P h a s  moved t o  p o i n t  P'  a n d  h a s  a  r a d i a l  d i s p l a c e -  
msn t  o f  U* T h i s  may be  w r i t t e n  a s  Udt  w h i c h  i s  t h e  
e q u i v a l e n t  r a d i a l  d i s p l a c e m e n t  i n  t e r m s  o f  r a d i a l  
v e l o c i t y .  Then u s i n g  t h e  g e o m e t r y  o f  f i g u r e  8
dL = - R d t  + Udt  . * ( 2 )
Thus t h e  r a t e  a t  w h i c h  t h e  m a t e r i a l  i s  s w e p t  o v e r  by 
t h e  wave  i s  shown a s
= [j -  R . ( 3 )
d t
The i n n e r  ed g e  o f  t h e  e l e m e n t  h a s  d i s p l a c e d  an  a m o u n t  
Udt  n o r m a l  t o  t h e  o r i g i n a l  p l a n e  o f  t h e  membrane  
w h i l e  t h e  o u t e r  e d g e  h a s  r e m a i n e d  s t a t i o n a r y *  
O b s e r v a t i o n  o f  t h e  g e o m e t r i c a l  i l l u s t r a t i o n  w i l l  show 
t h e  wave  h a s  t r a v e l e d  a d i s t a n c e  dL a l o n g  t h e  g e n e r a ­
t o r  o f  t h e  d e f o r m e d  p r o f i l e  w h i l e  i t  h a s  t r a v e l e d  
i n w a r d  a  d i s t a n c e  o f  - R d t .  Then  o b s e r v a t i o n  o f  t h e  
r i g h t  t r i a n g l e  w i t h  dL a s  t h e  h y p o t e n u s e ,  and  Rd t  and  
Udt  a s  t h e  two s i d e s  h a s  p r o v i d e d . t h e  . r e l a t i o n s h i p s
& = < R 2 * v 2 ) i  ( 4 )
- R d tc o s  tv = dL
and . Udts x n  cv = “
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f i g u r e  B.  Membrane Mechan i sm  a t  Two 
S u c c e s s i v e  I n s t a n t s ,  t  and  t  + d t*
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F i g u r e  9 .  A S m a l l  E l e m e n t  a t  t h e  S e n d i n g  Wave
26
T h u s  a  s e c o n d  r e l a t i o n s h i p  h a s  b e e n  o b t a i n e d  f o r  t h e  
r a t e  o f  t r a v e l  a l o n g  t h e  p r o f i l e  o f  t h e  d e f o r m e d  
membrane*
A p p l i c a t i o n  o f  t h e  b a s i c  lauus o f  m e c h a n i c s  
u i i l l  p r o v i d e  e q u a t i o n s  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  o n e s  o b t a i n e d  
u s i n g  t h e  g e o m e t r i c a l  r e l a t i o n s .  I n f i n i t e s i m a l s  o f  
h i g h e r  o r d e r ,  s u c h  a s  c h a n g e s  i n  t h e  t h i c k n e s s  a n d  
c h a n g e s  i n  t h e  s t r e s s e s ,  w i l l  b e  n e g l e c t e d .  The b a s i c  
l a w s  o f  m e c h a n i c s  w i l l  b e  a p p l i e d  t o  an  e l e m e n t  a s  
shown  i n  F i g u r e  9 .  J u s t  b e h i n d  t h e  h i n g e  t h e  s t r e s s  
shown  a c t i n g  on  t h e  s l o p i n g  p o r t i o n  o f  t hB  e l e m e n t  i s  
<7pg* The o t h e r  s t r e s s e s  a r e  shown a s  erg, t h e  
c i r c u m f e r e n t i a l  s t r e s s ,  and  t h e  r a d i a l  s t r e s s .
C a l c u l a t i o n  o f  t h e  momentum c o m p o n e n t  h a s  
shown pHRdQdLV t o  be  t h e  v e r t i c a l  c o m p o n e n t  i n  t h e  
t i m e  i n t e r v a l  d t .  The i m p u l s e  d e l i v e r e d  i n  t h e  
v e r t i c a l  d i r e c t i o n  i s  f o u n d  t o  be  Ca Rg s i n  o - H R d Q id t .  
E q u a t i n g  t h e  i m p u l s e  a n d  t h e  momentum w i l l  r e s u l t  i n
PSFU = a R0 s i n  
w h e r e  p i s  d e f i n e d  a s  t h e  m a s s  p e r  u n i t  v o l u m e  o f  
t h e  m a t e r i a l *
The momentum c o m p o n e n t  i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i o n  
i s  e v a l u a t e d  a s  pHRdQdLU i n  t h e  t i m e  i n t e r v a l  d t .  
U t i l i z i n g  a s u m m a t i o n  o f  f o r c e s  i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i o n  
t h e  i m p u l s e  d e l i v e r e d  i n  t h e  t i m e  d t  i s  o b t a i n e d  a s
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Ca R “ ^RS c o s  a )HRcJ0dt .  Then a p p l i c a t i o n  o f  t h e  
impu l se -m ome n tu m e q u a t i o n  w i l l '  r e s u l t  i n
The n e x t  r e l a t i o n s h i p  w i l l  be  o b t a i n e d  f rom 
a p p l i c a t i o n  o f  t h e  w o r k - e n e r g y  p r i n c i p l e  w i t h  t h e  
a s s u m p t i o n  t h a t  no p l a s t i c  work i s  done  by t h e  i n t e r ­
n a l  s t r e s s e s  a s  t h e  e l e m e n t  i s  r o t a t e d  o n t o  t h e  r i g i d  
p o r t i o n .  S i n c e  t h e  s t r e s s  Orq i s  i n  t h e  r i g i d  
s t a t i o n a r y  m a t e r i a l  i t  w i l l  n o t  c o n t r i b u t e  t o  t h e  
w or k .  As t h e  b e n d i n g  wave p r o g r e s s e s  i n w a r d  o v e r  
t h e  e l e m e n t  t h e  s t r e s s  cTr w i l l  c o n t r i b u t e  work o f  t h e  
amoun t  -crpHRdQUdt. The i n c r e a s e  i n  k i n e t i c  e n e r g y  i s  
e q u a l  t o  t h e  work done  i n  t i m e  d t ,  s o  t h a t
R0 c o s  ® . ( 6 )
-tfflHRdQUdt = -^pdLHRdB (U2 + V2 )
w h i c h  may be  r e w r i t t e n  a s
o RU = £p £L (U 2 + V2 ) .* * fir ( 7 )
From t h e  e l i m i n a t i o n  o f  dL i n  e q u a t i o n s
d t
( 3 )  and  ( 4 )  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  i s  o b t a i n e d
-R + 11= (R2 + U2 ) ^ .
Then s q u a r i n g  b o t h  s i d e s
R2 -  2RU + U2 = R2 + V2
o r
U2 -  2RLI -  V2 = 0
* o
a n d  a d d i n g  U t o  b o t h  s i d e s  r e s u l t s  i n
( 8 )
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2U2 -  2RU = \i2 + U2
2U(U -  R) = V2 + U2 . ( 9)
E q u a t i o n  ( 9 )  may be  s u b s t i t u t e d  i n  e q u a t i o n  ( 7 )
t o  o b t a i n
a RU = P^UCU -  R)
o r
<*R = pgL (u  -  r ) .  ( 1 0 )
When co m bi n ed  w i t h  e q u a t i o n  ( 6 ) ,  e q u a t i o n  (10 )  i s  
f o u n d  t o  y i e l d
-pj jL* + 0 r _ ORe c o s  a  = OR
o r
pHFR = " ctR0 c o s  “ *
* H!Mow m ak i ng  t h e  s u b s t i t u t i o n  R = c o s  f rom t h ed t
g e o m e t r i c a l  r e l a t i o n s h i p  i n t o  e q u a t i o n  ( 1 1 ) y i e l d s
p3 f ( - 3 e  cos  “) = " " R e  c o s  “
( « )
The s u b s t i t u t i o n  o f  e q u a t i o n  (3 )  i n t o  e q u a t i o n  ( 1 0 )  
may b e  u s e d  t o  o b t a i n
°R = " & ( & )  = °R9 .  (13)
H e n c e ,  t h e  s t r e s s e s  a r e  shown t o  be  t h e  same on b o t h
s i d e s  o f  t h e  b e n d i n g  w a v e ,  cr may b e  e x p r e s s e d  i nR
9
t e r m s  o f  R an d  V u s i n g  e q u a t i o n s  ( 4 )  an d  (13 )  a s
29
a R = p (R 2 + V2 ) . ( 1 4 )
c a n  be  c o n s i d e r e d  a  known q u a n t i t y
b e c a u s e  i t  i s  d e t e r m i n e d  From t h e  y i e l d  c o n d i t i o n .
T h e r e f o r e ,  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  havB d e f i n e d  t h e
*  *
un kn own s  d L ,  ffR0 j a n d U i n  t e r m s  o f  t h e  known
q u a n t i t i e s  crR, V, a n d  p .  The v e l o c i t y  \I i s  known 
s i n c e  i t  i s  d e t e r m i n e d  f rom t h e  w e l l - k n o w n  r e l a t i o n ­
s h i p s  a s  e x p l a i n e d  by  C o I b  ( 1 6 ) ,  L i n d b e r g h  ( 8 ) ,  
a n d  S r i v a s t a v a  ( 9 ) .  T h e s e  e q u a t i o n s  w i l l  b e  i n c l u d e d  
a s  A p p e n d i x  A i n  t h i s  t h e s i s .
E q u a t i o n s  o f  M o t i o n  i n  t h e  F l a t  C e n t r a l  R e g i o n
The  v e l o c i t y  c om pon en t  o f  any  p a r t i c l e  i n  
t h e  f l a t  c e n t r a l  r e g i o n  h a s  b e e n  a s s u m e d  t o  h a v e  t h e  
c o n s t a n t  v a l u e  \1 i n  t h e  d i r e c t i o n  n o r m a l  t o  t h e  
membrane  u n t i l  t h e  b e n d i n g  wave h a s  p a s s e d  o v e r  i t .
T h i s  n o r m a l  m o t i o n  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  r a d i a l  m o t i o n .  
The  i m p o r t a n c e  o f  t h e  r a d i a l  m o t i o n  i s  e n h a n c e d  b e c a u s e
t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h i n n i n g  i s  p a r t l y  d e p e n d e n t
u p o n  i t .
O b s e r v a t i o n  o f  F i g u r e  8 h a s  shown t h e
t h i c k n e s s  a t  t i m e  t  i s  H t h r o u g h o u t  t h e  u n d e f o r m e d
r e g i o n  and  t h e  r a d i u s  i s  R -  dL .  At  a t i m e  t  + d t ,
t h e  r a d i u s  h a s  become  R -  dL -  U d t  a n d  t h e  t h i c k n e s s
*
h a s  become H + H d t .  A p p l i c a t i o n  o f  thB c o n d i t i o n  o f
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c o n s e r v a t i o n  o f  vo lume  i n  p l a s t i c  f l o w ,  h a s  l e d  t o  
2tt « R-dL - i  r - r  2™ r R -dL+Udt
U  *" S  r d r d S ^ H  = [ /  "  S r d r d 6_jf~H + Hdtfj
o r
r . . 2  2 
(H + Hdt )J  ( 2RUdt -  2UdLdt  + U ( d t )  )
r 2tt. 2 2v
+ HdtJ (R  -  2RdL + ( d L )  ) d 0  = 0 .
Then  d r o p p i n g  p r o d u c t  t e r m s  o f  d i f f e r e n t i a l  q u a n t i t i e s  
r 2TT . . - 2TT 2
HJ ( 2R U d t ) d 8 + hJ (R d t ) d 0  = 0 .
o °
T h i s  e q u a t i o n  may be  r e w r i t t e n  t o  p r o d u c e
2 t t
H _ - 2/ p  n RUd9 
H T 2 V d 9  '
( 1 5 )
A n o t h e r  r e l a t i o n s h i p  may be  o b t a i n e d  f r o m  t h e  c o n s t a n t  
vo l u m e  r e l a t i o n s h i p  a n d  o b s e r v a t i o n  o f  F i g u r e  1 0 .
a t  r  , t h i c k n e s s  = h o
a t  r ,  t h i c k n e s s  = H
F i g u r e  10 .  One Q u a d r a n t  o f  t h e  P l a t e
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* 2tt » R_ » 2tt • R
hJ J r _ d r _ d 0  s  HJ J rdrdQ o o o o o o
r 2 tt 2
h _ J_q R_ d0 ( 1 6 )
h r 2Tr 2 «H J n R d9o □
o r
f* 2TT 2
I n -  = i n - ! L a R - | L -  . ( 1 7 )
II M
H J 0 Ro d e
The g e n e r a l  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  h a s  
b e e n  c o m p l e t e d *  T o r  a  s o l u t i o n  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  
a p p l y  t h e  t h e o r y  i n  A p p e n d i x  A t o  o b t a i n  t h e  v e l o c i t y  
\l f o r  t h e  s p e c i f i c  l o a d i n g  s i t u a t i o n .  The  p l a s t i c i t y  
t h e o r y  i n c l u d e d  i n  App n d i x  B i s  a l s o  n e c e s s a r y  t o  
d e f i n e  t h e  s t r a i n s ,  s t r e s s e s  a n d  W D r k - h a r d e n i n g  
c r i t e r i a  t o  be  u s e d  w i t h  t h i s  f o r m u l a t i o n .
CHAPTER IV
SOLUTION OF THE PROBLEM
I t  i s  t h e  p u r p o s e  o f  t h i s  c h a p t e r  t o  a p p l y  
t h e  t h e o r y  a s  d e l i n e a t e d  i n  C h a p t e r  I I I  t o  t h e  
p r o b l e m  o f  t h e  r e c t a n g u l a r  m e m b r a n e .  S i n c e  t h e  
a v a i l a b i l i t y  o f  t e s t s  t o  v e r i f y  t h e  r e c t a n g u l a r  
s o l u t i o n  i s  l i m i t e d  t o  h y d r o s t a t i c  l o a d i n g ,  a com­
p a r i s o n  w i l l  be  made f o r  t h i s  t h e o r y  a s  a p p l i e d  t o  
c i r c u l a r  m e m b r a n e s .
The  s o l u t i o n  i s  c o m p l e t e l y  a n a l y t i c a l  a n d  
c a n  b e  s e p a r a t e d  i n t o  two t y p e s  o f  s o l u t i o n s .  The 
f i r s t ,  o r  " e l e m e n t a r y  a p p r o x i m a t i o n "  i s  t h e  s o l u t i o n  
b a s e d  on  t h e  a s s u m p t i o n  o f  no work  h a r d e n i n g ,  w h i c h  
i n  t h i s  a p p l i c a t i o n  i s  t h e  p e r f e c t l y  p l a s t i c  c a s e .  
W i t h  t h i s  a s s u m p t i o n  t h e  s o l u t i o n  may b e  s o l v e d  i n  
f i n i t e  f o r m  a n d  t h e  t o t a l  t i m e  o f  d e f o r m a t i o n ,  t h e  
f i n a l  d e f o r m e d  membrane  p r o f i l e ,  and  t h e  t h i c k n e s s  
d i s t r i b u t i o n  a f t e r  d e f o r m a t i o n  may be  o b t a i n e d .
The  s e c o n d  t y p e  o f  s o l u t i o n  i s  b a s e d  on work h a r d e n ­
i n g  i n  t h e  f o rm  o f  L u d w i k ' s  Power  Law.  F o r  t h e  
s e c o n d  t y p e  o f  s o l u t i o n  t h e  p r o b l e m  b e c o m e s  more
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co mp lex  an d  r e q u i r e s  a n u m e r i c a l  s o l u t i o n .
F o r  c o n v e n i e n c e ,  t h e  r e l e v a n t  e q u a t i o n s  
h a ve  b e e n  g r o u p e d  a n d  r e w r i t t e n
U2 -  2RU -  V2 = 0 ( a )
P C R2 + V2 ) = crR ( 1 4 )
H - 2 / 2TTRUd0
H « ^ TTR2 d8
r 2-n 9 
h _ JQ R dfl
H J0 R0 d0
w h e r e
( 15 )
( 1 6 )
R = C ( c o a  8 ) ^ ;  ( A " I n  ”e ) nJ 17  n ( l )3 *
The i n i t i a l  c o n d i t i o n s  can  b e  w r i t t e n  a s  
R ( 0 )  = R0
H(0)  = h
U(0)  = V(.SS.
P \1 E
Rea )  i s  t h e  i n i t i a l  r a d i u s  o f  t h e  b e n d i n g  
wave
H(0)  i s '  t h e  i n i t i a l  t h i c k n e s s  o f  t h e  
membrane
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U( 0 ) i s  t h e  i n i t i a l  r a d i a l  v e l o c i t y  o f  t h e  
b e n d i n g  wave 
o  i s  t h e  y i e l d  s t r e s s  •
The e q u a t i o n  f o r  t h e  i n i t i a l  r a d i a l  v e l o c i t y  h a s  b e e n  
d e v e l o p e d  by  Hudson ( 1 )  a nd  h a s  b e e n  d e m o n s t r a t e d  
e x p e r i m e n t a l l y  by R i n e h a r t  a n d  P e a r s o n  ( 1 7 ) .  The 
i n i t i a l  v a l u e  o f  t h e  r a d i a l  v e l o c i t y  w ou l d  b e  o b t a i n e d  
f r o m  t h e  e l a s t i c  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  g e n e r a l  c a s e .
B u t  f o r  t h e  i d e a l  p l a s t i c  m a t e r i a l  t h e  s t r e s s  wou ld  
j ump i m m e d i a t e l y  f r om  z e r o  t o  t h e  y i e l d  v a l u e .
Hudson h a s  shown t h e  v a l u e  o f  t h e  t i m e  f o r  t o t a l  
d e f o r m a t i o n  f o r  s t e e l ,  a s  u s e d  i n  t h i s  s t u d y ,  i s  
o n l y  a f f e c t e d  by  a p p r o x i m a t e l y  f rom n e g l e c t i n g  
e l a s t i c  e f f e c t s *  An i n c r e a s e  i n  a c c u r a c y  o f  t h i s  
a m o u n t  d o e s  n o t  c o m p e n s a t e  f o r  t h e  i n c r e a s e  i n  
c o m p l e x i t y .
The  f i n a l  s h a p e  o f  t h e  membrane  p r o f i l e  
c a n  b e  d e f i n e d  by  t h e  e q u a t i o n
Z = Vt  ( 1 8 )
whe re  Z ( t )  i s  d e f i n e d  a s  t h e  d i s t a n c e  o f  t h e  f l a t  
r e g i o n  f r o m  t h e  i n i t i a l  p l a n e  o f  t h e  m em b r an e .  R c a n  
be  f o u n d  a s  a f u n c t i o n  o f  t ,  t h e n  t  c a n  be  
e l i m i n a t e d  f r o m  Z and t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  p r o f i l e  i s  
t h e n  d e f i n e d  a s  Z ( R ) .
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C i r c u l a r  Membrane
f o r  a  c i r c u l a r  membrane t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  
h i n g e  l i n e  h a s  been  o b s e r v e d  t o  t a k e  t h e  s h a p e  o f  t h e  
b o u n d a r y .  W i t h  t h i s  k n o w l e d g e  t h e  h i n g e  l i n e  e q u a t i o n  
( 1 ) c a n  be  o b s e r v e d  t o  d e g e n e r a t e  t o  t h e  fo rm
 ^  A__________   ji
i _ ( c o s  0 ) ^  + ( ~  s i n  0 ) ^ ] ^B
S i n c e  f o r  a c i r c l e  A = B,  t h i s  c a n  be  r e w r i t t e n  f o r  
t  = 0 a s
R ( 0 ) = A .
U s i n g  e q u a t i o n  (14 )
P ( R 2 + V2 ) = o  j where  cr i s  t h e  y i e l d  s t r e s s
R = X j  -  w2 ) 4
an d  r e c a l l i n g  t h a t  R i s  n e g a t i v e  b e c a u s e  R i s  
d e c r e a s i n g
,cf ? h
R = - < p  -  v ) .
Upon i n t e g r a t i o n  and  s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  i n i t i a l  
c o n d i t i o n
R = - ( f  -  \i2 ) * t  + A .  ( 1 9 )
U w i l l  be  o b t a i n e d  f r om  t h e  m a n i p u l a t i o n  o f  
e q u a t i o n  ( S ) .
*  2 *  *  2U -  2RU -  V = 0
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o r
*2U _ 2UR -  1 _ n 
~ 2 ~ 2 "
4  * ^ < H  -  1)'^  -  1 -  0 •V XPV/  ^ '
I f  q  »  1 i a s  w i l l  be  shown n u m e r i c a l l y  i n  
PiI 2
C h a p t e r  V, t h e  a b o v e  e q u a t i o n  w i l l  become 
2 U(_°  ) *  = 1
v ' pi/*'
a n d  s o l v i n g  f o r  U
2 *  
u = j-<!> .
2
I f  q i s  d e f i n e d  a s  e q u a l  t o  C , t h i s  e q u a t i o n  may 
P
b e  w r i t t e n  a s
V2
U = • ( 2 0 )
W it h  C a s  d e f i n e d  a n d  q  »  1 e q u a t i o n  ( 1 9 )  c an  b e
PV*
s i m p l i f i e d  t o  o b t a i n
R = A -  C t  . ( 2 1 )
The  s o l u t i o n  f o r  t h e  t h i c k n e s s  v a r i a t i o n  w i l l  be
o b t a i n e d  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 1 5 ) ,  ( 2 0 ) »  a n d  ( 2 1 ) •
r 2TT .
H -2*jp RU d9
r.2 n  0
H JQ R d9
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u ih i ch  g i v e s  a f t e r  i n t e g r a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e t a
dH 2U d t  
H~ “ R
2
dH _ -21/ d t
H“  ~ 2C?A -  C t )
F i n a l l y ,  a f t e r  i n t e g r a t i o n  o f  t h i s  e q u a t i o n  an d
s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  f o r  t h i c k n e s s ,
t h e  r e s u l t  i s
c * ) 2
cr
H /A -  C t '  
h "  '  A ;
w h i c h  may b e  w r i t t e n  a s
< £ ) 2
$ - < $ >  . ( 2 2 >
S o l v i n g  e q u a t i o n  ( 2 1 )  f o r  t  h a s  g i v e n
A -  R t  a „
T h en  t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  t  i n t o  e q u a t i o n  ( 1 8 )  h a s  
d e f i n e d  t h e  d e f o r m a t i o n  p r o f i l e  a s
Z = V(A-R)  ( 2 3 )
C
The c i r c u l a r  membrane  w i t h o u t  work h a r d e n i n g  
h a s  b e e n  c o m p l e t e d  w i t h  t h e  a t t a i n m e n t  o f  e q u a t i o n s  
f o r  d e f o r m a t i o n  p r o f i l e ,  t h e  s h a p e  o f  t h e  h i n g e  c u r v e ,  
t h e  r a d i a l  v e l o c i t y ,  an d  t h e  t h i c k n e s s  d i s t r i b u t i o n *  
O t h e r  v a l u e s  s u c h  a s  s t r a i n  an d  s t r a i n  t i m e  c a n  b e
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o b t a i n e d  u s i n g  t h e s e  e q u a t i o n s  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  
t h e  p l a s t i c i t y  t h e o r y .
a c o n t r i b u t i o n  o f  t h i s  s t u d y ,  b u t  o n l y  a s  c h e c k  on 
t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  e q u a t i o n s  a s  c o m p a r e d  w i t h  o t h e r  
s o l u t i o n s *  The n u m e r i c a l  c o m p a r i s o n  w i l l  b e  shown 
i n  C h a p t e r  V.
R e c t a n g u l a r  Membrane W i t h o u t  Work H a r d e n i n g
s o l u t i o n  f o r  t h e  r e c t a n g u l a r  m e m b r a n e .  The e q u a t i o n  
o f  t h e  h i n g e  l i n e  i s  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n  ( 1 ) .  f o r  
a r e c t a n g u l a r  membrane  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  f o r  R 
i s  d e f i n e d  a s
a n d  i s  o b s e r v e d  t o  be  a f u n c t i o n  o f  t h e t a  a n d  t h e  
a c t u a l  membrane  b o u n d a r y .  The s o l u t i o n  i s  b e g u n  by
T h i s  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  i s  n o t  c l a i m e d  a s
T h i s  s o l u t i o n  w i l l  b e  t h e  e l e m e n t a r y
f i n d i n g  R f ro m  e q u a t i o n  ( 1 4 ) .
S o l v i n g  f o r  R h a s  r e s u l t e d  i n
o r
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P ■ [ ( c o s  Q ) n + “ ( |  s i n  . ( 2 4 )
R * - ( £  -  V ) t
J I n n s 0 "
‘9
E q u a t i o n  ( 8 ) ,  w i t h  t h e  same m a n i p u l a t i o n s  a n d  
a s s u m p t i o n s  u s e d  f o r  c i r c u l a r  m e m b r a n e s ,  i s  f o u n d  t o  
y i e l d  f o r  t h e  r a d i a l  v e l o c i t y
V2
U = 2C . ( 2 S )
The s o l u t i o n  f o r  t h e  t h i c k n e s s  d i s t r i b u t i o n  i s  f o u n d  
t o  be  much more  d i f f i c u l t  a n d  more  l e n g t h y  t h a n  t h e  
s o l u t i o n  f o r  c i r c u l a r  m e m b r a n e s .  S t a r t i n g  w i t h  
e q u a t i o n  ( 1 5 )  a n d  s u b s t i t u t i n g  f o r  R a n d  U w i t h  
e q u a t i o n s  ( 2 4 )  a n d  ( 2 5 )  h a s  r e s u l t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  
e q u a t i o n
dH _ 
H
-2llS0 -  V2 ) t  *  p ( c o s e j n  +f l" ( | s i n 9 ) n3 1/ ^ da
£  - t - ( l  -  u~)2t ♦ ^ (7osiT H-r 7 S S i ^ j ‘i’T / n -t d :
,2rr
C- ( 5  -  « ' ) ‘ t  + f f ^ i T n T l _ .
’B
F i r s t ,  e v a l u a t i o n  o f  t h e  n u m e r a t o r  i n s i d e  t h e  s q u a r e  
b r a c k e t s  h a s  r e s u l t e d  i n
N u m e r a t o r  = A^ t  -  2LIA A2
w h e r e
A1 « 4t tU(2 -  l/ 2 ) 2
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_____________d 0______________ '
2 ” o [ [ c o s  e)"n + ( £  s i n  e ) n W n
B “
E v a l u a t i o n  o f  t h e  d e n o m i n a t o r  h a s  o b t a i n e d  -
2 9D e n o m i n a t o r  = A^ t  -  A^t  + A A5
w h e r e
A3 = 2n(S.  -  U2 )
A4 = 2 AA2 ( y  -  I/ 2 ) 2
r 2 n _____________ dO_____________
5 = [ [ ( " cos  0 ) n~ ” ( | ,  s i  n~e ) ^ j p / n
O b s e r v a t i o n  o f  A2 a n d  A^ w i l l  show t h e i r  d e p e n d e n c e  
on t h e  A/B r a t i o .  T h e s e  c o n s t a n t s  m u s t  b e  e v a l u a t e d  
s e p a r a t e l y  f o r  i n d i v i d u a l  a s p e c t  r a t i o s  a n d  t h i s  c a n  
be  done  q u i t e  h a n d i l y  u s i n g  t h e  c o m p u t e r  s i m u l a t i o n  
l a n g u a g e  lYtlffllC w i t h  a  p r e d e t e r m i n e d  v a l u e  f o r  n .  The 
t h i c k n e s s  d i s t r i b u t i o n  e q u a t i o n  c a n  b e  shown i n  t h e  
f o r m
dH A - t  -  2UAA2
_ _  = - i - --------------------   d t
H A3 t  -  A4 t  + A As
o r
dH A1 t  -  A6
H  ------2 ------------------------d t
A3 t  -  A^ t  + A?
w h e r e
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A6 = 2UAA2
a 7  = a2 a5
F i n a l l y  t h e  s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d ,  a n d  w i t h  t h e  i n i t i a l  
c o n d i t i o n  H ( 0 ) = h h a s  r e s u l t e d  i n
CA
i i  9  i  /  +  C 9  \
C = -  Aa t  + A7 ) + ( j i w t V c ,  )
w h e r e
-1
C1 = 2A^
C2 ~ **A4 ^  “ 4 A'
C3 "  " A4 + \ / A4 2 “ 4 A3 A7
C4 =
A4 A1
2A3 / A4 2 “ 4 A3 A7 
Ac A
r  -  6 15  -----------------
A4 2 -  4A3 A?
The s o l u t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 2 4 )  f o r  t i m e  h a s  g i v e n
A Rt  *** —^
" ( £ "  u 2 ) ^ l ( c o s  ®) n  * s i n  0 ) nj 1 / n '  c -  -  v 2 y
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U s i n g  t h e  a s s u m p t i o n  o' »  * , t h i s  e q u a t i o n  may
P V
b e  r e w r i t t e n  a s
A R
t£("cos 57^ + (d sin  e J n j /H  c *
And t h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  d e f o r m a t i o n  p r o f i l e  may be  
shown a s
z = C ^ c o s  8 ) n * ( | “ i n  0 )f'2 l / n  ~ ^  • <2B>
The e l e m e n t a r y  s o l u t i o n  f o r  t h e  r e c t a n g u l a r  . 
m embrane  ha s  b e e n  c o m p l e t e d .  E q u a t i o n s  ( 2 4 ) ,  ( 2 5 ) ,  
( 2 6 ) ,  and ( 2 8 )  d e s c r i b e  r e s p e c t i v e l y . t h e  s h a p e  o f  t h e  
h i n g e  c u r v e ,  t h e  r a d i a l  v e l o c i t y ,  t h e  t h i c k n e s s  
d i s t r i b u t i o n ,  a n d  t h e  d e f o r m a t i o n  p r o f i l e .  T h i s  
s o l u t i o n  c o u l d  be  d e f i n e d  a s  t h e  e l e m e n t a r y  s o l u t i o n  
u s i n g  t h e  " d e f o r m a t i o n  t h e o r y  o f  p l a s t i c i t y . "  
O b s e r v a t i o n  o f  t h e  t o p o g r a p h i c a l  p l o t s  w i l l  show t h e  
h i n g e  c u r v e  t o  d i f f e r  q u i t e  r a d i c a l l y  f r o m t h e  
e x p e c t e d  r e s u l t s .  T h i s  h a s  e n c o u r a g e d  t h e  a u t h o r  
t o  employ  t h e ' i n c r e m e n t a l  t h e o r y  o f  p l a s t i c i t y "  and  
o b t a i n  a n o t h e r  s o l u t i o n .
The i n c r e m e n t a l  t h e o r y  h a s  n o t  ch an g e d  
t h e  e q u a t i o n s  d e r i v e d  a b o v e .  I t  h a s  r e q u i r e d  o n l y  a 
c h a n g e  i n  t h e  m e t h o d  o f  s o l u t i o n  o f  t h e s e  e q u a t i o n s *
The  h i n g e  l i n e  w i l l  be  p r o p a g a t e d  i n w a r d  i n  t i m e ,  b u t
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w i l l  r e m a i n  a s  d e r i v e d  i n  a q u a t i o n  ( 2 4 ) .  E q u a t i o n  
( 1 4 )  h a s  p r o v i d e d
dR -  ( 1  : , 2 ) i
d t  -  p -  u >
a n d  t h e  i n c r e m e n t a l  e q u a t i o n  f o r  t i m e  may be  shown a s
d t  = _ — . ( 2 9 )
- ( £  -  U2 ) ?
The s o l u t i o n  f o r  t h e  t o t a l  t i m e  f o r  d e f o r m a t i o n  i s  
o b t a i n e d  by  a  su m m a t i o n  o f  t h e  t i m e  i n c r e m e n t s  t h a t  
a r e  r e q u i r e d  t o  p r o p a g a t e  t h e  wave i n w a r d  t o  t h e  
f i n a l  d e f o r m a t i o n  p r o f i l e .
The  f i n a l  e q u a t i o n  f o r  t h e  d e f o r m a t i o n  
p r o f i l e  i s  r e s d v e d  t o  b e
n
Z = V ^ d t ) .  ^  ( 3 0 )
i = 1  1
The  r e s u l t i n g  e q u a t i o n s  f o r  i n c r e m e n t a l  
t h e o r y  h a v e  p r o v i d e d  t h e  n e c e s s a r y  s o l u t i o n s  f o r  
t h e  r e c t a n g u l a r  me m br an e ,  b u t  hav e  r e q u i r e d  e x t e n s i v e  
u s e  o f  t h e  c o m p u t e r  t o  o b t a i n  t h e  r e s u l t s .
R e c t a n g u l a r  Membrane  w i t h  lUork H a r d e n i n g
The  s o l u t i o n  f o r  t h e  work h a r d e n i n g  c a s e  
i s  more  c o m p l i c a t e d  t h a n  t h e  p r e v i o u s  c a s e  a n d  w i l l  
b e  s o l v e d  o n l y  u s i n g  t h e  i n c r e m e n t a l  t h e o r y .  The 
l o a d i n g  f u n c t i o n ,  w h i c h  i s  d e n o t e d  a s  f o r  t h i s
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s t u d y ,  m u s t  be  d e f i n e d  i n  a m a n n e r  t h a t  w i l l  a c c o u n t  
f o r  uiork h a r d e n i n g .  Many work  h a r d e n i n g  r e l a t i o n ­
s h i p s  a r e  known t o  e x i s t .  S u g g e s t i o n s  o f  d i f f e r e n t  
e m p i r i c a l  r e l a t i o n s h i p s  may b e  o b t a i n e d  f r o m  any  t e x t  
on p l a s t i c i t y .  I t  h a s  b e e n  d e c i d e d  i n  t h i s  s t u d y
t o  u s e  L u d w i k ' s  Power  Law w h i c h  i s  o f  t h e  f o r m
. c a  = a  + b e
w h e r e  a ,  b ,  and  c a r e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  a n d  e i s  
t h e  s t r a i n ,  e c a n  be  d e f i n e d  i n  many w a y s ;  i t  c an  
be  d e f i n e d  i n  t e r m s  o f  o c t a h e d r a l  s h e a r i n g  s t r a i n ,  
e f f e c t i v e  s t r a i n ,  maximum s t r a i n ,  o r  i n  o t h e r  way s .
I n  t h i s  s t u d y  t h e  power  l a w  f o r  work  h a r d e n i n g  ha s  
b e e n  s i m p l i f i e d  t o
0 = 3 + b e
w h i c h  h a s  b e e n  s u g g e s t e d  by H i l l  ( 1 9 ) .  At  v e r y  
l a r g e  s t r a i n s  many m e t a l s ,  s u c h  a s  h i g h  c a r b o n  s t e e l s  
a n d  s t e e l  a l l o y s ,  h a v e  shown t h i s  e q u a t i o n  t o  be a 
c l o s e  r e p r e s e n t a t i o n  ( 1 9 )  a nd  ( 2 1 ) .
The p a r t i c u l a r  work  h a r d e n i n g  r e l a t i o n  u s e d  
i n  t h i s  s t u d y  h a s  b e e n  c h o s e n  a s
a R = a + cu i n  ^  ^
whe re
o = y i e l d  s t r e s s
(«■ = work  h a r d e n i n g  s t r e s s  p e r  u n i t  n a t u r a l
2
s t r a i n  i n  a  t e n s i l e  t e s t  ( l b / i n .  ) .
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E q u a t i o n  ( 1 4 )  c a n  be w r i t t e n  a s  
p ( R 2 + V2 ) = cr + (» ln  J
o r
R = _ ( |  + | l n  H .  v 2 ) i  _ ( 3 2 )
*
and R i s  n e g a t i v e  b e c a u s e  R i s  d e c r e a s i n g  a s  n o t e d  
p r e v i o u s l y *  The e q u a t i o n  f o r  t i m e  i n  i n c r e m e n t a l  
f o rm  c a n  be  w r i t t e n  f r om  e q u a t i o n  ( 3 2 )  a s
d t  =  ----------------------- _ i  ( 3 3 )
- / Z i .  £ l n U  -  i / V  •
'  P P h /
W ith  t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 1 5 )  i n t o  e q u a t i o n  
( 3 3 )  t h i s  e q u a t i o n  w i l l  become
d t  = --------------------- % r ~ ---------------  ( 3 4 )
- C f  + « 2 ) *
r 2"  2J0 R d9
w h e r e
Rq = t h e  r a d i u s  o f  t h e  p r e v i o u s  i n c r e m e n t
R -  t h e  r a d i u s  o f  t h e  new l o c a t i o n  • 
V a l u e s  a r e  c h o s e n  f o r  dR and  a s o l u t i o n  i s  t h e n  
o b t a i n e d  f o r  t h e  i n c r e m e n t a l  t i m e .  A summ at i on  o f  
a l l  t h e  t i m e  i n c r e m e n t s  w i l l  g i v e  t h e  v a l u e  f o r  t h e  
t o t a l  t i m e  r e q u i r e d  t o  de fo rm  t h e  p l a t e .
The h i n g e  l i n e  sh a p e  h a s  b e e n  d e t e r m i n e d  
t o  b e  i d e n t i c a l  w i t h  t h e  e l e m e n t a r y  s o l u t i o n  u s i n g  
i n c r e m e n t a l  m e t h o d s .  T h i s  i s  n o t  a n  u n e x p e c t e d  r e s u l t
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s i n c e  work h a r d e n i n g  h a s  n o t  c h a n g e d  t h e  p r o p a g a t i o n  
o f  t h e  wave ,  b u t  o n l y  a f f e c t s  t h e  p r o f i l e  o f  t h e  
d e f o r m e d  memb rane .  The i n c r e m e n t a l  method i s  a p p l i e d  
by s o l v i n g  f o r  t h e  c o n d i t i o n  a t  t h e  d e s i r e d  p o i n t ,  
t h e n  t i m e  i s  s e t  e q u a l  t o  z e r o  a n d  t h e  f i n a l  r e s u l t s  
o f  t h e  p r e v i o u s  i n c r e m e n t  become t h e  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s  f o r  t h e  new i n c r e m e n t .
The d e f o r m a t i o n  o f  t h e  membrane i s  d e t e r ­
mine d  f rom t h e  e q u a t i o n
n
Z = V S ( d t ) .  ( 3 5 )
i  = 1
and  f rom t h e  s o l u t i o n  f o r  d t  i t  i s  r e a d i l y  o b s e r v e d  
t h a t  t h e  d e f o r m a t i o n  p r o f i l e  i s  a  f u n c t i o n  o f  R.
The s o l u t i o n s  t o  t h e  p r o p o s e d  p r o b l e m s  
ha v e  now b e e n  c o m p l e t e d .  S o l u t i o n s  o f  r e c t a n g u l a r  
membranes  ha ve  b e e n  o b t a i n e d  f o r  t h e  h i n g e  s h a p e ,  t h e  
d e f o r m a t i o n  p r o f i l e ,  t h e  t o t a l  t i m e  o f  d e f o r m a t i o n ,  
and  t h e  t h i c k n e s s  d i s t r i b u t i o n  a f t e r  d e f o r m a t i o n .
The a c t u a l  n u m e r i c a l  v a l u e s  w i l l  be  c a r r i e d  o u t  i n  
C h a p t e r  V.
CHAPTER V
NUMERICAL RESULTS
The e s s e n t i a l  g o a l  o f  t h i s  c h a p t e r  i s  t o  
p r e s e n t  n u m e r i c a l  s o l u t i o n s  t o  t h e  p r o b l e m s  o f  t h e  
p r e v i o u s  c h a p t e r .  M a j o r  a r e a s  o f  p r e s e n t a t i o n  i n c l u d e :
( a )  The c i r c u l a r  membrane  w i t h  c l amp ed  
e d g e s ,
( b )  The c l a m p e d  r e c t a n g u l a r  membrane w i t h o u t  
w o r k - h a r d e n i n g .  ( R e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  
u s i n g  b o t h  t h e  d e f o r m a t i o n  t h e o r y  o f  
p l a s t i c i t y  an d  t h e  i n c r e m e n t a l  t h e o r y
o f  p l a s t i c i t y . )
( c )  The c l a m p e d  r e c t a n g u l a r  membrane w i t h  
w o r k - h a r d e n i n g  u s i n g  i n c r e m e n t a l  t h e o r y  
o f  p l a s t i c i t y ^  and
( d )  A v a r i a t i o n  o f  t h e  a s p e c t  r a t i o  i n  
c o n j u n c t i o n  w i t h  p a r t s  ( b )  an d  ( c ) .
M a t e r i a l  p a r a m e t e r s  u s e d  f o r  t h e  r e c t a n g u l a r  
membranes  a n d  c i r c u l a r  membranes  w i t h  one  e x c e p t i o n  
a r e :
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/  2 Cf S 60000  l b / i n .
6 .  2 
E = 30 x 10 l b / i n .
v = 0 . 3
- 3  2 / 4P = 0*75 x 10 l b  s e c  / i n .
w = 4 . 0  x 10^ l b / i n . ^
The b a s i c  r e a s o n  f o r  t h e  s e l e c t i o n  o f  t h e s e  v a l u e s  
a f f o r d s  o n a  t h e  o p p o r t u n i t y  t o  compare  r e s u l t s  f o r  
c i r c u l a r  membrane w i t h  Hudson ( 1 ) .  A s e c o n d a r y  
r e a s o n  was t h a t  t h e s e  a r e  r a t h e r  t y p i c a l  v a l u e s  f o  
m i l d  s t e e l *  The e x c e p t i o n  p r e v i o u s l y  n o t e d  w i l l  b 
t h e  t e s t  c a s e  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  r e s u l t s  shown by 
F r e d e r i c k  ( 2 ) .
C i r c u l a r  Membrane
The e q u a t i o n s  d e r i v e d  f o r  t h e  c i r c u l a r  
membrane i n  C h a p t e r  IV w i l l  b e  r e p e a t e d  h e r e  f o r  
c o n v e n i e n c e *
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A l th o u g h  t h e  f o r m u l a t i o n  was som ew ha t d i f f e r e n t  f ro m  
H u d s o n 's  f o r m u l a t i o n ,  t h e  f i n a l  e q u a t io n s  a r e  
p r e c i s e l y  t h e  same. U s in g  t h e  same v a lu e s  f o r  
t h i c k n e s s ,  r a d i u s ,  a n d  i n i t i a l  v e l o c i t y  h a v e  l e d  
t o  th e  r e s u l t s  shown i n  f i g u r e  1 1 *  F ig u r e  11 has 
b e en  p l o t t e d  f o r  a c i r c l e  w i t h  a 5 i n c h  r a d i u s  and 
i n i t i a l  v e l o c i t i e s  o f  1 0 0 0 .0  a n d  2 0 0 0 .0  i n c h e s  p e r  
s e c o n d .
F r e d e r i c k  ( 2 )  has shown e x p e r im e n t a l  r e s u l t s  
done  by  t h e  U n d e rw a te r  E x p lo s io n s  R e s e a rc h  D i v i s i o n ,  
N o r f o l k  N a v a l  S h ip y a r d  i n  h i s  p a p e r .  The d e f l e c t i o n  
r e s u l t s  a r e  r e p r o d u c e d  h e re  as  F i g u r e  12 w i t h  t h e  
r e s u l t s  o b t a i n e d  f r o m  t h i s  s t u d y  s u p e r im p o s e d .  The 
f i g u r e  u s e d  f o r  t h i s  c o m p a r is o n  was ta k e n  d i r e c t l y  
f r o m  F r e d e r i c k ' s  p a p e r .  M i l d  s t e e l  w i t h  a y i e l d  
s t r e s s  o f  49200  p s i  was u s e d .  A i  i n c h  t h i c k  
membrane w i t h  a r a d i u s  o f  10 i n c h e s  was lo a d e d  by 
10 pound p e n t o l i t e  c h a r g e s  p la c e d  se ve n  f e a t  f r o m  th e  
c e n t e r  o f  t h e  membrane t o  p r o v i d e  a u n i f o r m  wavB 
f r o n t .
The e s s e n t i a l  p u rp o s e  f o r  t h e  p r e s e n t a t i o n  
o f  t h e  m a t e r i a l  on  c i r c u l a r  m em branes has b e e n  t o  
g i v e  an i n d i c a t i o n  a s  t o  th e  v a l i d i t y  o f  t h e  
f o r m u l a t i o n .  S in c e  e x p e r im e n t a l  d a ta  WBre n o t  a v a i l ­
a b le  f o r  r e c t a n g u l a r  m em branes some m e asu re  o f
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F i g u r e  1 2 .  D e f l e c t i o n  P r o f i l e s  f o r  a C i r c u l a  
Membrane T ak e n  From R e f e r e n c e  2 .
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a c c u r a c y  o f  t h e  f o r m u l a t i o n  was  deemed  d e s i r a b l e .
Wi th  t h i s  i d e a  i n  m ind  t h e  s i m p l i f i c a t i o n  t o  c i r c u l a r  
t h e o r y  h a s  b e e n  r e p r e s e n t e d .
R e c t a n g u l a r  Membrane W i t h o u t  W o r k - H a r d e n i n g
As e x p l a i n e d  i n  C h a p t e r  IV t h e  c l a m p e d  
r e c t a n g u l a r  membrane  h a s  b e e n  s o l v e d  by t h e  two 
t h e o r i e s  o f  p l a s t i c i t y .  S o l u t i o n s  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  
f o r  t h e  t h r e e  d i f f e r e n t  a s p e c t  r a t i o s  l i s t e d  i n  
T a b l e  1 a n d  f o r  two i n i t i a l  v e l o c i t i e s .  I n i t i a l  
v e l o c i t i e s  o f  1 0 0 0 . 0  i n . / s e c .  and  2 0 0 0 . 0  i n / s e c .  
w e r e  s e l e c t e d  f o r  t h i s  s t u d y .  T h e s e  v e l o c i t i e s  
h a v e  b e e n  d e t e r m i n e d  u s i n g  t h e  i m p u l s i v e  l o a d i n g  
c r i t e r i a  f o r  e x p l o s i v e s  a s  l i s t e d  i n  t h e  a p p e n d i x .
TABLE I 
ASPECT RATIO DATA
C a s e  X - l e n g t h  Y - l e n g t h  Z ( t h i c k n e s s )  A s p e c t  R a t i o
1 2 4 . 0 0  - 2 4 . 0 0  . 0 5  1
2 1 5 . 9 8  3 3 . 9 6  . 0 5  1 / 2
3 1 9 . 5 0  2 9 . 4 0  . 0 5  2 / 3
F i g u r e s  13 a n d  14  show t o p o g r a p h i c a l  p l o t s  
f o r  t h e  s o l u t i o n s  u s i n g  t h e  d e f o r m a t i o n  t h e o r y  w i t h
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n = 5 .  F i g u r e s  15 ,  1 6 ,  1 7 ,  1 8 ,  a nd  19 show s o l u t i o n s  
u s i n g  o t h e r  v a l u e s  f a r  n .  F i g u r e s  20 ,  21 ,  and  22 
show t h e  t o p o g r a p h i c a l  p l a t s  and  p r o f i l e s  o f  t h e  
d e f l e c t i o n  u s i n g  t h e  i n c r e m e n t a l  t h e o r y  o f  p l a s t i c i t y .  
The t o p o g r a p h i c a l  p l o t s  f o r  t h e  work  h a r d e n i n g  and  
no work h a r d e n i n g  c o n d i t i o n s  hav e  b e e n  shown on t h e  
same f i g u r e s *  T h i s  i s  p o s s i b l e  b e c a u s e  t h e  h i n g e  
l i n e  p r o p a g a t e s  i n w a r d  w i t h  t h e  same s h a p e  i n  b o t h  
c a s e s .  D i s p l a c e m e n t  p r o f i l e s  f o r  t h e  no work 
h a r d e n i n g  c a s e  a r e  shown i n  F i g u r e s  20 ,  2 1 ,  and  2 2 .
I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e  v a l u e s  i n  p a r e n t h e s i s  
i n  t h e  t o p o g r a p h i c a l  p l o t s  a r e  t h e  d i s p l a c e m e n t s  
c o r r e s p o n d i n g  t o  an  I n i t i a l  v e l o c i t y  o f  1000 i n / s e c .  
and  t h e  o t h e r  v a l u e s  c o r r e s p o n d  t o  an  i n i t i a l  v a l u e  
o f  2000 i n / s a c .
R e c t a n g u l a r  Membrane Wi th Work H a r d e n i n g
The s o l u t i o n  f o r  t h e  c l a m p e d  r e c t a n g u l a r  
membrane  i s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  s e c t i o n  f o r  t h e  t h r e e  
d i f f e r e n t  a s p e c t  r a t i o s ,  and  m a t e r i a l  d i m e n s i o n s  
n o t e d  i n  T a b l e  I .  R e s u l t s  a r e  shown i n  F i g u r e s  20 ,
21 ,  an d  22 f o r  t h e  h i n g e  l i n e  a t  d i f f e r e n t  s t a g e s  i n  
i t s  p r o g r e s s  t o w a r d  t h e  c e n t e r  o f  t h e  p l a t e .  V a l u e s  
a r e  p l o t t e d  f o r  t h e  p r e v i o u s l y  m e n t i o n e d  i n i t i a l  
v e l o c i t i e s .  I t  may be  o b s e r v e d  t h a t  t h e  h i n g e  l i n e
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p r o p a g a t i o n  shown i n  t h e  t o p o g r a p h i c a l  p l o t s  h a s  t h e  
same form f o r  t h e  d i f f e r e n t  v e l o c i t i e s *  H o w ev e r ,  a r  
t h e  same p o i n t  i n  t i m e  t h e  d i s p l a c e m e n t  m a g n i t u d e  
i s  g r e a t e r  f o r  t h e  h i g h e r  i n i t i a l  v e l o c i t y *
The work h a r d e n i n g  r e l a t i o n s h i p  u s e d  i s
N<jp = a  + to I n  -  , w h e r e  t h e s e  v a l u e s  a r e  d e f i n e d  f o r  
a m i l d  s t e e l  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h i s  c h a p t e r .  From 
e q u a t i o n s  (.34) and  ( 3 5 )  i t  may b e  a s c e r t a i n e d  t h a t  
t h e  d i s p l a c e m e n t  r e l a t i o n s h i p  f o r  work h a r d e n i n g  i s  
n o t  l i n e a r .  T h i s  may a l s o  be  n o t e d  f rom t h e  o b s e r ­
v a t i o n  o f  t h e  p l o t s  f o r  v a r y i n g  a s p e c t  r a t i o s  i n  
F i g u r e s  20 ,  21 ,  a nd  2 2 .  I n  a l l  o f  t h e s e  p l o t s  t h e  
p r o f i l e  v i e w  h a s  b e e n  shown f o r  t h e  X Z - p l a n e .  I n  
F i g u r e  23 t h e  o b s e r v a t i o n  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  p r o ­
f i l e  i n  t h e  Y Z - p l a n e  shows  a f l a t  t o p  on t h e  r e c ­
t a n g u l a r  p l a t e s .  T h i s  w i l l  n o t  be  t h e  c a s e  f o r  t h e  
s q u a r e  p l a t e  a s  i t s  f i n a l  p r o f i l e  w i l l  come t o  a 
p o i n t  and  w i l l  a p p e a r  somewha t  l i k e  a p y r a m i d  w i t h  
r o u n d e d  c o r n e r s .  F i g u r e  24 p r o v i d e s  some i n s i g h t  t o  
t h e  a p p e a r a n c e  o f  t h e  f i n a l  d e f o r m e d  s h a p e  o f  t h e  
c l a m p e d  r e c t a n g u l a r  membrane  a s  v i e w e d  f r o m  a b o v e  
t h e  p l a t e .  F i g u r e  25 shows  t h e  d e f o r m a t i o n - t i m e  
r e s p o n s e  f o r  a s q u a r e  membrane  i n  w h i c h  t h e  c e n t e r  o f  
t h e  membrane  r e a c h e d  i t s  maximum d i s p l a c e m e n t  t o  a 
1000  i n / s e c .  v e l o c i t y  i n  1 . 4  m s e c .
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F i g u r e  1 3 .  T o p o g r a p h i c a l  View o f  t h e  D e f o rm a t i o n
S o l u t i o n  f o r  a Membrane w i t h  A/B = 1 and n = 6 .
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F i g u r e  14 .  T o p o g r a p h i c a l  View o f  tha  D e f o r m a t i o n
S o l u t i o n  f o r  a Membrane w i t h  A/B = 2 / 3  and n = 6 .
Time (msec)
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F i g u r e  1 5 .  T o p o g r a p h i c a l  View o f  t h e  D e f o r m a t i o n
S o l u t i o n  f o r  a FienForane w i t h  A/B = 1 and n = 3 .
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F i g u r e  16 .  T o p o g r a p h i c a l  View o f  t h e  D e f o r m a t i o n
S o l u t i o n  f o r  a Membrane w i t h  A/3 = 1 and n = 4 .
Time ( m s e c )  
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F i g u r e  1 7 .  T o p o g r a p h i c a l  View o f  t h e  D e f o r m a t i o n
S o l u t i o n  f o r  a Membrane w i t h  A/S -  2 / 3  and n = 4 .
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F i g u r e  1 3 .  T o p o g r a p h i c a l  View o f  t h e  D e f o r m a t i o n
S o l u t i o n  f o r  a Membrane w i t h  a/ 3 = 2 / 3  and n = 3 .
Time ( ms e c )  
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F i g u r e  19 .  T o p o g r a p h i c a l  View o f  t h e  D e fo rm at io n
S o l u t i o n  f o r  a Membrane w i t h  A/'3 = 2 / 3  and n = 2 .
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F i g u r e  2 3 » T y p i c a l  T r a n s v e r s e  D i s p l a c e m e n t  
V i s a e d  From t h e  Z Y- P l a n e
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F i g u r e  24* Top View o f  t h e  F i n a l  De f o r me d  
S h a p e  o f  a Cl amped  R e c t a n g u l a r  
Memb r a n e
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CHAPTER VI
SUMMARY AMD DISCUSSION OF THE RESULTS
T h i s  s t u d y  h a s  c u l m i n a t e d  w i t h  t h e  
a t t a i n a n c e  o f  a s o l u t i o n  f o r  t h e  i n e l a s t i c  d e f o r m a t i o n  
o f  a  c l a m p e d ,  r e c t a n g u l a r  membr ane  s u b j e c t e d  t o  
i m p u l s i v e  l o a d i n g *  The  d y n a mi c  e q u i l i b r i u m  o f  a 
r e p r e s e n t a t i v e  e l e m e n t  h a s  b e e n  m a t h e m a t i c a l l y  
f o r m u l a t e d  u s i n g  t h e  p r i n c i p l e s  o f  m e c h a n i c s  a nd  t h e  
g e o m e t r y  o f  t h e  s y s t e m .  The g o v e r n i n g  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  h a v e  b e e n  s o l v e d  i n  a c l o s e d  f o r m  f o r  t h e  
d e f o r m a t i o n  t h e o r y  a n d  n u m e r i c a l l y  f o r  t h e  i n c r e m e n t a l  
t h e o r y .  Use  o f  t h e  d i g i t a l  c o m p u t e r  was n e c e s s a r y  
f o r  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n .
I n  c o n j u n c t i o n  w i t h  t h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  
r e c t a n g u l a r  me mb r a n e ,  a l i m i t e d  p a r a m e t r i c  I n v e s t i g a ­
t i o n  o f  a s p e c t  r a t i o s  was  p e r f o r m e d  t o  i l l u s t r a t e  t h e  
d e v e l o p m e n t .
D i s c u s s i o n  o f  t h e  R e s u l t s
A c o m p l e t e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  r e s u l t s  i s  n o t  
p o s s i b l e  b e c a u s e  o f  t h e  l a c k  o f  e x p e r i  : n t a l  r e s u l t s
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Fo r  r e c t a n g u l a r  membranes . ,  The F o r m u l a t i o n  oF t h e  
p r o b l e m  a p p e a r s  t o  be  q u i t e  a c c e p t a b l e  i n  v i e w  oF 
t h e  c o m p a r i s o n  w i t h  c i r c u l a r  membr ane s  i n  F i g u r e s  
11 and  12*
F i g u r e s  13 t h r u  19 s h o w i n g  t h e  r e s u l t s  u s i n g  
d e F o r m a t i o n  t h e o r y  h a v e  i n d i c a t e d  t h e  n e c e s s i t y  f o r  
u s i n g  i n c r e m e n t a l  t h e o r y *  T h i s  was  n o t  c o m p l e t e l y  
u n e x p e c t e d  due  t o  t h e  l i m i t e d  a p p l i c a b i l i t y  s u g g e s t e d  
Fo r  t h e  d e F o r m a t i o n  t h e o r y *  A p p l i c a t i o n  o f  v a r i o u s  
v a l u e s  o f  n ha ve  shown t h a t  a more  r e a l i s t i c  
s o l u t i o n  u s i n g  d e f o r m a t i o n  t h e o r y  c o u l d  b e  o b t a i n e d  
u s i n g  h i g h  v a l u e s  o f  n n e a r  t h e  b o u n d a r y  and 
d e c r e a s i n g  n a s  t h e  c e n t e r  i s  a p p r o a c h e d .  For  
n = 6 t h e  r e s u l t s  ha ve  shown a n  a r e a  r e s e m b l i n g  a 
f o u r - l e a v e d  r o s e  l e m n i s c a t e  w i t h  t h e  l e a v e s  r e m a i n i n g  
e l a s t i c .  I f  t h e  f i n a l  v a l u e  o f  n was c h o s e n  a s  two 
a n d  t h e  v a l u e  o f  A s e t  e q u a l  t o  8 ,  t h e n  t h e  h i n g e  
l i n e  wo u l d  c l o s e  on  t h e  c e n t e r  a s  a c i r c l e  a nd  a l l  
a r e a s  wou l d  b e  p l a s t i c .  T h i s  i s  more  r e a l i s t i c ,  b u t  
t h e  f i n a l  s h a p e  s h o u l d  r e s e m b l e  t h e  i n i t i a l  
p e r i p h e r a l  h i n g e .  D e f o r m a t i o n  t h e o r y  i s  a c c e p t a b l e  
f o r  c i r c u l a r  membr anes  b e c a u s e  o f  t h e i r  i n h e r e n t  
symmet r y  w h i c h  a l l o w s  t h e  p r i n c i p a l  s t r e s s  r a t i o s  
t o  r e m a i n  c o n s t a n t .  Lack o f  t h i s  same q u a l i t y  i n  
r e c t a n g u l a r  membr ane s  n e c e s s i t a t e s  t h e  u s a g e  o f
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i n c r e m e n t a l  t h e o r y *
An i  n t e r e s t i n g  s i d e l i  g h t  o b t a i n e d  f r o m t h i s  
s t u d y  t h a t  w i l l  n o t  e l i c i t  e x c l a m a t i o n s  o f  s u r p r i s e  
f r o m  t h e  s u p p o r t e r s  o f  t h e  i n c r e m e n t a l  t h e o r y  i s  
shown when c o m p a r i n g  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  t wo  t h e o r i e s #  
T h e s e  r e s u l t s  l e n d  s u p p o r t  t o  t h e  i n c r e m e n t a l  t h e o r y  
a s  t h e  m e t h o d  f o r  s o l v i n g  p l a s t i c i t y  p r o b l e m s  w i t h  
v a r y i n g  p r i n c i p a l  s t r e s s  r a t i o s #
The  r e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  i n c r e m e n t a l  
t h e o r y  i n  F i g u r e s  20* 21* a n d  22 a r e  mor e  g e n e r a l l y  
a c c e p t a b l e  a s  a s o l u t i o n *  T h e s e  r e s u l t s  c o m p a r e d  
f a v o r a b l y  w i t h  t h e  s h a p e s  shown  b y  L i n d b e r g h  ( S )  i n  
h i s  s o l u t i o n  f o r  r e c t a n g u l a r  p l a t e s *  D i r e c t  c o m p a r i s o n  
w i t h  L i n d b e r g h ' s  r e s u l t s  wa s  n o t  p o s s i b l e  d u e  t o  h i s  
d e f i n i t i o n  o f  t h e  m a t e r i a l  u s e d  a s  h a l f - h a r d  a l u m i n u m .  
E x a c t  c o m p a r i s o n  w i t h  h i s  t o p o g r a p h i c a l  p l o t  u s i n g  
i n c r e m e n t a l  t h e o r y  c o u l d  b e  o b t a i n e d  by s l i g h t l y  
v a r y i n g  n a s  t h e  h i n g e  l i n e  a p p r o a c h e s  t h e  c e n t e r  
o f  t h e  m e m b r a n e .  L i n d b e r g h ’ s  s o l u t i o n  h a s  shown 
r e s u l t s  v e r i f y i n g  t h e  f o r m a t i o n  D f  a p e r i p h e r a l  wave  
w h i c h  t r a v e r s e s  i n w a r d  r e t a i n i n g  s o m e w h a t  t h e  o r i g i n a l  
b o u n d a r y  s h a p e .
A p p l i c a t i o n  o f  t h e  wo r k  h a r d e n i n g  c r i t e r i a  
t o  r e c t a n g u l a r  m e m b r a n e s  h a s - b e e n  shown i n  F i g u r e s  
2 0 ,  2 1 ,  a n d  22 a n d  r e s u l t s  i n  a  r o u n d i n g  o f f  e f f e c t  i n
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t h e  s l o p e  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  p r o f i l e s  a t  t h e  a p e x *  
T h i s  i s  i n  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  e f f e c t  o f  work h a r d e n ­
i n g  on c i r c u l a r  membranes . .  The wor k  h a r d e n i n g  
r e l a t i o n s h i p  u s e d  i n  t h e  s o l u t i o n  a p p e a r s  t o  be  
a c c e p t a b l e .  The e f f e c t  o f  s u b s t i t u t i n g  e f f e c t i v e  
s t r a i n  f o r  maximum s t r a i n  w i l l  o n l y  t e n d  t o  move t h e  
w o r k  h a r d e n i n g  a n d  t h e  no work h a r d e n i n g  c u r v e s  i n t o  
c I o s b t  p r o x i m i t y  a t  t h e  a p e x .  I n  f a c t ,  t h e  r e s u l t s  
o f  t h i s  s o l u t i o n  i n d i c a t e  f o r  e x p e d i e n c y  i n  d e s i g n  
w o r k  h a r d e n i n g  c o u l d  be  n e g l e c t e d  a n d  wo u l d  r e s u l t  
i n  o n l y  s m a l l  e r r o r s .
O b s e r v a n c e  o f  F i g u r e  24 i n d i c a t e s  t h a t  t h e  
s h a p e  o f  a c o m p l e t e l y  d e f o r m e d  membr ane  a s  v i e w e d  
f r o m  a b o v e  h a s  t h e  a p p e a r a n c e  o f  a n  e n v e l o p e .
A l t h o u g h  t h e  c o r n e r s  wo u l d  n o t  b e  a s  p r o m i n e n t  a s  
s h o w n  i n  t h e  i l l u s t r a t i o n  b e c a u s e  t h e y  a r e  a c t u a l l y  
r o u n d e d .  T h i s  r e s u l t  i s  i n  good  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  
f i n a l  c o l l a p s e  s h a p e  a s  i n d i c a t e d  by Gvozdev ( I B)  
f o r  c l a mp e d  r e c t a n g u l a r  p l a t e s  s u b j e c t e d  t o  p r e s s u r e  
l o a d i n g .
The r e s u l t s  o f  t h i s  s t u d y  a p p e a r  t o  v a l i d a t e  
t h e  a p p r o a c h  u s e d  a s  a me a n s  o f  a n a l y t i c a l l y  
i n v e s t i g a t i n g  t h e  r e s p o n s e  o f  c l a m p e d  r e c t a n g u l a r  
m e m b r a n e s  t o  i m p u l s i v e  l o a d s .  C o m p l e t e  c o n f i r m a t i o n  
o f  t h e  a c c u r a c y  i n v o l v e d  i n  t h i s  s o l u t i o n  i s  n o t
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p o s s i b l e  a t  t h i s  t i m e .  l / e r i f i c a t i o n  o f  t h e  
a n a l y t i c a l  wor k  c a n  o n l y  b e  d o n e  uuhen e x p e r i m e n t a l  
r e s u l t s  a r e  a v a i l a b l e -
R e c o m m e n d a t i o n s  F o r  F u t u r e  A n a l y s i s
I n  a d d i t i o n  t o  t h e  c o n c l u s i o n s  j u s t  
m e n t i o n e d ,  t h i s  s t u d y  h a s  s u g g e s t e d  p e r t i n e n t  a r e a s  
o f  d e v e l o p m e n t  w h i c h  a r e  r e c o m m e n d e d  f o r  f u r t h e r  
a n a l y s i s  a n d  s c r u t i n y .
S p e c i f i c a l l y ,  t h e  f o l l o w i n g  a r e a s  a r e  
p r o p o s e d  f o r  e x t e n d e d  s t u d y .
1 .  An e x p e r i m e n t a l  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h i s  
p r o b l e m  i s  n e e d e d  t o  c o m p l e t e  t h e  
e v a l u a t i o n  o f  t h i s  s t u d y .
2 .  A s o l u t i o n  t o  t h i s  p r o b l e m  u s i n g  o t h e r
t h a n  a  u n i f o r m  i n i t i a l  v e l o c i t y  i s  
d e s i r a b l e .  T h i s  s o l u t i o n  i s  a t t a i n a b l e  
u s i n g  t h e  same a p p r o a c h  t o  t h e  p r o b l e m ,  
b u t  d e s c r i b i n g  t h e  i n i t i a l  v e l o c i t y  
w i t h  a d o u b l e  s i n e  o r  c o s i n e  s e r i e s .
3 .  F o r  t h e  r e s u l t s  t o  b e  b e n e f i c i a l  t o  a
d e s i g n e r ,  t h e n  a  p a r a m e t r i c  s t u d y  o f  
d i f f e r e n t  m a t e r i a l s ,  a n d  me mb r a n e  
p a r a m e t e r s  w o u l d  be  v e r y  d e s i r a b l e .
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4 .  A s o l u t i o n  i n c l u d i n g  t h e  i n i t i a l  e l a s t i c  
e f f e c t s  a s  a  c o m p a r i s e n  w i t h  t h i s  
s o l u t i o n  i s  a n o t h e r  p r o b l e m  t h a t  c o u l d  
be  s t u d i e d *
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APPENDIX A
DETERMINATION OF THE INITIAL VELOCITY1
The i n i t i a l  v e l o c i t y  V o f  t h e  m e m b r a n e  
may b e  e v a l u a t e d  f r o m  t h e  w e l l  known r e l a t i o n s  ( 1 5 ) ,  
( 1 6 ) .  F o r  t h e  p r e s e n t ,  o n l y  f i n a l  e x p r e s s i o n s  a r e  
g i v e n  h e r e .
I m p u l s e  I Q c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e
e x p r e s s i o n
1 p
^  = k ( e}~ )  > f r 0 , n  <1 6 >
o r
i
I 0 = > f r o m  ( 1 5 )  ( 2 )
o
w h e r e
I D » Peak  i m p u l s e - i n t e n s i t y  ( )
x i n z  1
■i
T a k e n  w i t h  s l i g h t  c h a n g e s  f r o m  "An A n a l y s i s ,  
o f  C l am ped  R e c t a n g u l a r  M e m b r an e s  S u b j e c t e d  t o  a n  
I m p u l s i v a  L o a d i n g  P r o d u c i n g  L a r g e  P l a s t i c  D e f o r m a t i o n . "  
p p .  3 9 - 4 2 ,  A . N . L .  S r i v a s t a v a ,  M . S .  T h e s i s ,  L o u i s i a n a  
S t a t e  U n i v e r s i t y ,  1 9 6 6 .
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K, p ,  B = E x p l o s i v e  m a t e r i a l  c o n s t a n t s  
w = W e i g h t  o f  e x p l o s i v e  ( l b s )
D0 -  Norma l  d i s t a n c e  f r om  c h a r g e  t o  membrane*
The n o r m a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  t o t a l  i m p u l s e
p o s i t i o n  ( x , y ) *
V ( x , y )  = i n i t i a l  v e l o c i t y  o f  t h e  m em br ane  
a t  ( x , y ) .
I f  \1Q i s  n o t  u n i f o r m  a  g e n e r a l  e x p r e s s i o n  
f o r  Vg c a n  b e  a s s u m e d  o r  a n  e x p r e s s i o n  f o r  V ( x , y )
c a n  be  o b t a i n e d  f r o m  t h e  r e l a t i o n
( 3 )
w h e r e  0 i s  shown i n  f i g u r e  26*
P+1
d l v = B(w)  3 (
( 0 o +x  + y )2 . 2 . . 2
1
w h i c h  g i v e s ,  f o r  a  r e c t a n g u l a r  m e m b r a n e ,
£+1 a b
U )
The  i m p u l s e  momentum e q u a t i o n  i s
( 5 )
w h e r e
m ( x , y )  = m a s s  o f  t h e  membra ne  a t  t h e
BQ
CHARGE
dA=dx dy
PLATE
F i g u r e  2 6 .  D e v e l o p m e n t  o f  I m p u l s e  
From a C h a r g e
c a n  be  o b t a i n e d  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s h a p e  and  
d i s t a n c e  o f  t h e  c h a r g e  f rom t h e  membrane  ( 1 6 ) .  I n  
t h e  p r e s e n t  p r o b l e m ,  \l0 h a s  b e e n  t a k e n  a s  u n i f o r m ,  
f o r  a g e n e r a l  c a s e ,  l e t  
\}Q = V f ( x , y )
t h e n
ra rb
I = v p hJ  J , f  ( x ,  y )  dx dyv - a - b  J f
w h e r e
P = d e n s i t y  o f  t h e  membrane  m a t e r i a l  
V = i n i t i a l  v e l o c i t y  a t  t h e  o r i g i n  
h = t h i c k n e s s  o f  t h e  membrane .
I f  V0 -  Si -  c o n s t a n t ,  t h e n  
I v -  VP h( 2ax 2b )
= 4hpl /ab
TTx TTv
v 0 = V c o s 2a ’ C0s2d * t h e n
t  1 6 a b hp\/ 
v ‘  *  ? 2
Hence ,  V c an  b e  o b t a i n e d  f rom e q u a t i o n s  ( 5 )  a n d  ( 7 )  
i n  t e r m s  o f  I y .
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APPENDIX'B 
GENERAL PLASTICITY THEORY
S e v e r a l  t h e o r i e s  o f  p l a s t i c i t y  a r e  a v a i l a b l e  
t o  be  u s e d  i n  a  p r o b l e m  s o l u t i o n *  The  two m o s t  
commonly  u s e d  t h e o r i e s  f o r  p l a s t i c  d e f o r m a t i o n  a r e  
t h e  i n c r e m e n t a l  t h e o r y  a n d  t h e  d e f o r m a t i o n  t h e o r y .  
B a t d o r f  a n d  B u d i a n s k y  h a v e  p u b l i s h e d  a  t h e o r y  t h a t  i s  
b a s e d  on  s l i p .  I t  h a s  n o t  a t t a i n e d  t h e  s t a t u r e  o f  
t h e  two p r e v i o u s l y  m e n t i o n e d  t h e o r i e s ,  p o s s i b l y  
b e c a u s e  i t  r e q u i r e s  l e n g t h y  t e d i o u s  c o m p u t a t i o n s .
The  d e f o r m a t i o n  t h e o r y  h a s  t h e  a d v a n t a g e  
o f  b e i n g  t h e  l e a s t  c o m p l e x  m a t h e m a t i c a l l y ,  b u t  i t  
i s  l i m i t e d  i n  i t s  a p p l i c a b i l i t y  a s  p o i n t e d  o u t  by
( 1 9 ) ,  ( 2 0 ) ,  ( 2 1 ) .  A p p l i c a t i o n  o f  t h e  d e f o r m a t i o n  
t h e o r y  i s  l i m i t e d  t o  t h e  c a s e s  wherB t h e  p r i n c i p a l  
d i r e c t i o n s  r e m a i n  f i x e d  d u r i n g  d e f o r m a t i o n  a n d  t h e  
p r i n c i p a l  s t r e s s  r a t i o s  r e m a i n  c o n s t a n t  d u r i n g  
d e f o r m a t i o n .  I t  h a s  b e e n  d e t e r m i n e d  t h a t  t h e  
d e f o r m a t i o n  t h e o r y  a n d  t h e  i n c r e m e n t a l  t h e o r y  g i v e  
t h e  same r e s u l t s  f o r  t h e s e  two c a s e s .  The  i n c r e m e n t a l  
t h e o r y  i s  n o t  l i m i t e d  t o  t h e s e  c o n d i t i o n s  w h i c h  m a k e s  
i t  a p p l i c a b l e  f o r  a  u i i dBr  r a n g e  o f  p r o b l e m s .  One
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d i s a d v a n t a g e  o f  t h e  i n c r e m e n t a l  t h e o r y  i s  t h a t  i t  
r e q u i r e s  t i m e  c o n s u m i n g  n u m e r i c a l  a n a l y s i s .  S i n c e  
t h e  a d v e n t  o f  t h e  d i g i t a l  c o m p u t e r  t h i s  d i s a d v a n t a g e  
h a s  b e e n  g r e a t l y  r e d u c e d .
The m a j o r  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  a  volume 
e l e m e n t  t h a t  i s  e l a s t i c a l l y  d e f o r m e d  a n d  one  t h a t  i s  
i n e l a s t i c a l l y  d e f o r m e d  i s  i n  t h e  s t r e s s - s t r a i n  
r e l a t i o n  f o r  t h e  m a t e r i a l .  The  u s u a l  a s s u m p t i o n  i s  
t h a t  t h e  s t r e s s - s t r a i n  r e l a t i o n  f o r  t h e  m a t e r i a l  i s  
g i v e n  e i t h e r  by t h e  a v e r a g e  d i a g r a m  o b t a i n e d  f rom 
t e n s i o n  and  c o m p r e s s i o n  s p e c i m e n s  o r  by  t h e  d i a g r a m  
o b t a i n e d  f r om  h o l l o w  t o r s i o n  s p e c i m e n s .  F o r  mos t  
m e t a l s  a t  room t e m p e r a t u r e  t h e  s t r e s s - s t r a i n  d i a g r a m  
c a n  b e  a c c u r a t e l y  a p p r o x i m a t e d  by  two s t r a i g h t  l i n e s  
a s  i n d i c a t e d  i n  F i g u r e  27 .
I n  order  to  s o l v e  a p l a s t i c i t y  problem the  
f o l l o w i n g  thrsB r e l a t i o n s h i p s  are  needBds
( a )  A u n i v e r s a l  s t r e s s - s t r a i n  r e l a t i o n ,
( b )  A f l o w  r u l e ,  a n d
( c )  The  c o n s t a n t  v o l u m e  c o n d i t i o n .
T h r e e  r e l a t i o n s h i p s  a r e  n e c e s s a r y ,  i n  a d d i t i o n  t o  
H o o k e ' s  l aw  and  t h e  e q u i l i b r i u m  o f  f o r c e  a n d  c o m p a t i ­
b i l i t y  c o n d i t i o n s ,  b e c a u s e  o f  t h e  t h r e e  a d d i t i o n a l  
q u a n t i t i e s ,  t h e  p l a s t i c  c o m p o n e n t s  o f  t h e  t h r e e  
p r i n c i p a l  s t r a i n s .
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s l o p e  = oce
cocoLU
rr
SLOPE-E
STRAIN, €
F i g u r e  2 ? .  S t r e s s - S t r a i n  C ur ve
A p p r o x i m a t e d  by Tuio L i n e s
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F o r  a p a r t i c u l a r  p l a s t i c i t y  p r o b l e m  t h e  
f o l l o w i n g  t h r e e  r e l a t i o n s h i p s  p r o v i d e  t h e  n e c e s s a r y  
e q u a t i o n s :
( a )  A u n i v e r s a l  s t r e s s - s t r a i n  r e l a t i o n s h i p ,
( b )  The  Von M i s e s  c o n d i t i o n ,  a n d
( c )  The c o n s t a n t  v o l u m e  c o n d i t i o n *
S i n c e  t h e  e l a s t i c  s t r a i n s  a r e  n e g l i g i b l e  i n  a n  i d e a l l y  
p l a s t i c  p r o b l e m ,  t h e  e q u a t i o n s  c a n  b e  w r i t t e n  f o r  o n l y  
t h e  p l a s t i c  p o r t i o n  o f  t h e  s t r a i n .  When w o r k i n g  w i t h  
l a r g e  d e f o r m a t i o n s  t h i s  i s  a  g ood  a p p r o x i m a t i o n  a s  
t h e  p l a s t i c  s t r a i n s  a c c o u n t  f o r  p r a c t i c a l l y  t h e  e n t i r e  
d e f o r m a t i o n .
F o r  t h e  u n i v e r s a l  s t r e s s - s t r a i n  r e l a t i o n s h i p  
a n y  o n e  o f  t h e  f o l l o w i n g  s e t s  o f  f u n c t i o n a l  r e l a t i o n s  
c o u l d  be  u s e d ;
( 1 )  E f f e c t i v e  s t r e s s  a n d  e f f e c t i v e  s t r a i n ,
( 2 )  Maximum s h e a r  s t r e s s  a n d  maximum 
s h e a r  s t r a i n ,
( 3 )  Maximum s h e a r  a n d  n u m e r i c a l l y  l a r g e s t  
s t r a i n ,  o r
( 4 ) O c t a h e d r a l  s h e a r  s t r e s s  a n d  t h e  
o c t a h e d r a l  s h e a r  s t r a i n .
F o r  p r o b l e m s  w h e r e  a  s o l u t i o n  i n  e q u a t i o n  f o r m  i s  
d e s i r e d  a n d  w h e r e  t h e  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  p r i n c i p a l  
s i r e s . : r , 5  c h a n g e  s i g n s ,  i t  i s  u s u a l l y  m o s t  c o n v e n i e n t
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t o  u s e  t h e  e f f e c t i v e  s t r e s s  and  t h e  e f f e c t i v e  s t r a i n
( 2 0 ) .  W i th  t h i s  c h o i c e  t h e  s i g n  i s  i n c o n s e q u e n t i a l  
b e c a u s e  a l l  o f  t h B  s t r e s s  o r  s t r a i n  d i f f e r e n c e s  a r e  
s q u a r e d .  The s i m p l e r  f u n c t i o n s  a r e  e a s i e r  t o  work  
w i t h ,  p a r t i c u l a r l y ,  f o r  s o l u t i o n s  u s i n g  n u m e r i c a l  
m e t h o d s .
The e f f e c t i v e  s t r e s s  a n d  e f f e c t i v e  s t r a i n ,  
i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  t h e  Uon M i s e s  y i e l d  c o n d i t i o n ,  
c a n  b e  d e f i n e d  a s  f o l l o w s :
a = - 1  £  ( o r <x2 ) 2 + ( a 2- a 3 ) 2 + *
_ ,v
e = ( e i - G2 ) 2 + ( € 2- g 3 ) 2 + ( e 3 - 6i ) 2j "  ( i )
w h e r e
a K(K = 1 , 2 , 3 )  a r e  t h e  t r u e  p r i n c i p a l  s t r e s s e s ,
a n d
eK(K = 1 , 2 , 3 )  a r e  l o g a r i t h m i c  p r i n c i p a l  
s t r a i n s .  A l o a d i n g  f u n c t i o n  v a l i d  f o r  a l l  s t a t e s  o f  
s t r e s s  c a n  now b e  w r i t t e n  a s
a  = F ( e ) .  ( 2 )
I f  i t  i s  d e s i r e d  t o  d e f i n e  t h e  s t r a i n -  
h a r d e n i n g  b e h a v i o r  o f  t h e  m a t e r i a l  u s i n g  t h e  
o c t a h e d r a l  s h e a r i n g  s t r e s s  a n d  o c t a h e d r a l  s h e a r i n g  
s t r a i n ,  t h e  f o l l o w i n g  f u n c t i o n a l  r e l a t i o n  i s  u s e d
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To c t  = F < \ , c t )  ( 3 )
w h o r s
r  , -  ( a - a ) ^ + a c t  3*“ v i 2
a n d
Y j. ( e  - e  ) ^ +To c t  = 3 V -] 2
C h o o s i n g  t h e  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  maximum 
s h e a r i n g  s t r e s s  a n d  t h e  n u m e r i c a l l y  l a r g e s t  s t r a i n  
w i l l  p r o v i d e  t h e  u n i v e r s a l  s t r e s s - s t r a i n  r e l a t i o n ­
s h i p  a s
a i " ff3 = ^
w h e r e
e* i s  t h e  n u m e r i c a l l y  l a r g e s t  s t r a i n .
I f  t h e  maximum s h e a r i n g  s t r e s s  i s  c o m b i n e d  
w i t h  t h e  maximum s h e a r i n g  s t r a i n  t h e  f u n c t i o n a l  
r e l a t i o n s h i p  w i l l  a p p e a r  a s
= F C § ( c 1- e 3 ) J  .  ( 5 )
I n  a l l  o f  t h e s e  e x p r e s s i o n s  F r e p r e s e n t s  t h e  s t r e s s -  
s t r a i n  c u r v e  f o r  s t r a i n - h a r d e n i n g  m a t e r i a l s .  The m os t  
common f u n c t i o n  o f  F f o r  s t r a i n - h a r d e n i n g  m a t e r i a l s  
i s  t h e  Power  Law p r o p o s e d  by Ludwik a n d  w r i t t e n  a s
C / Vc  = b«  ( 6 )
w h e r e  b and  c a r e  two c h a r a c t e r i s t i c  c o n s t a n t s  o f  t  0
( a  - a  ) 2  ♦ h.
( e - e  ) 2  + ( e - e  ) 2  2
2 3 3 1
BB
m a t e r i a l *
The  Uon N i s e s  c o n d i t i o n  may b e  e x p r e s s e d  a s
T h i s  l a w  s t a t e s  t h a t  t h e  i n t e r m e d i a t e  p r i n c i p a l  s t r a i n  
i n c r e m e n t  l i e s  b e t w e e n  t h e  e x t r e m e s  i n  t h e  same  
r e l a t i v e  p o s i t i o n  t h a t  t h e  i n t e r m e d i a t e  p r i n c i p a l  
s t r e s s  l i e s  b e t w e e n  t h e  e x t r e m e s .  I f  t h e  p r i n c i p a l  
s t r e s s  r a t i o s  r e m a i n  c o n s t a n t ,  t h e  1/on (Ylises 
c o n d i t i o n  c a n  b e  a p p l i e d  t o  t h e  t o t a l  p l a s t i c  s t r a i n s *  
T h e n  t h e  i n c r e m e n t a l  v a l u e s  i n  t h e  d e n o m i n a t o r  c a n  
be  r e p l a c e d  w i t h  t h e  c o r r e s p o n d i n g  t o t a l  v a l u e  o f  
s t r a i  n .
f o r m u l a t i o n  o f  t h e  p l a s t i c i t y  p r o b l e m  i s  t h e  
c o n s e r v a t i o n  o f  v o l u m e  f o r  i n c o m p r e s s i b l e  m a t e r i a l s *  
T h i s  c o n d i t i o n  c a n  b e  s t a t e d  a s
dG . d « "  * d s  - d « „  “ d e 7-dG 
1 2  2 3 1 3
( 7 )
The  o t h e r  c o n d i t i o n  n e c e s s a r y  f o r  a  c o m p l e t e
( 8 )
o r
( 9 )
VITA
F r a n k l i n  J a m e s  Kay
C a n d i d a t e  f o r  t h e  D e g r ee  o f  
D o c t o r  o f  P h i l o s o p h y
T h e s i s :  THE PLASTIC DEFORMATION OF CLAMPED
RECTANGULAR MEMBRANES SUBJECTED TO 
IMPULSIVE LOADS
M ajo r  F i e l d :  M e c h a n i c a l  E n g i n e e r i n g
B i o g r a p h i c a l :
P e r s o n a l  D a t a :  Bo rn  F e b r u a r y  19 ,  1 9 4 0 ,  i n  W e l c h ,
O k la h o m a ,  t h e  s o n  o f  O t i s  a n d  D o r o t h y  
Kay.  M a r r i e d  t o  P a u l e t t a  M a r i e  T o a l s o n  
on F e b r u a r y  2 6 ,  1 9 6 1 .  F a t h e r  o f  a 
d a u g h t e r ,  J u l i a  Ann,  b o r n  O c t o b e r  1 1 ,  1 9 6 6 .
E d u c a t i o n :  G r a d u a t e d  f r o m  Welch H i gh  S c h o o l ,
W e lc h ,  Ok lahoma ,  19 5 7 ;  r e c e i v e d  B a c h e l o r  
o f  M e c h a n i c a l  E n g i n e e r i n g  D e g r e e  f ro m  
Ok lahoma  S t a t e  U n i v e r s i t y  i n  J u n e ,  1 9 6 4 ;  
r e c e i v e d  M a s t e r  o f  S c i e n c e  D e g r e e  f r o m  
Oklahoma  S t a t e  U n i v e r s i t y  i n  A u g u s t ,  1 9 6 5 ;  
c o m p l e t e d  r e q u i r e m e n t s  f o r  t h e  D o c t o r  o f  
P h i l o s o p h y  D e g r e e  a t  L o u i s i a n a  S t a t e  
U n i v e r s i t y  i n  A p r i l ,  1 9 69 .
P r o f e s s i o n a l  E x p e r i e n c e :  R e s e a r c h  A s s i s t a n t ,
Oklahoma  S t a t e  U n i v e r s i t y ,  J u n e ,  1 9 6 3 ,  t o  
A u g u s t ,  1 9 6 5 .  M e c h a n i c a l  E n g i n e e r  a n d  
S t r u c t u r a l  L e a d ,  A p p l i e d  M e c h a n i c s  
D i v i s i o n ,  S a n d i a  C o r p o r a t i o n ,  S e p t e m b e r ,  
1965 ,  t o  J a n u a r y ,  1 96 7 .  G r a d u a t e  A s s i s t a n t ,  
L o u i s i a n a  S t a t e  U n i v e r s i t y ,  F e b r u a r y ,  1 3 6 7 ,  
t o  J u n e ,  1 9 6 9 .  M e c h a n i c a l  E n g i n e e r ,
Highway D e s i g n ,  B a r n a r d  a n d  B u r k ,  I n c . ,  
summer ,  196B.
O r g a n i z a t i o n s :  P i  Tau S i g m a ,  Tau B e t a  P i ,
A m e r i c a n  S o c i e t y  o f  M e c h a n i c a l  
E n g i n e e r s ,  P h i  T h e t a  K a p p a .
EXAMINATION AND THESIS REPORT
Candidate: Franklin  J. Kay
Major Field: M echanical E ngineering
Title of Thesis: The P la s t ic  Deformation o f Clamped Rectangular Membranes 
Subjected to  Im pulsive Loads
Approved:
Major Professor and Chairman
Dean of the Graduate School
EXAMINING COMMITTEE:
ThtM , J, 'Th+vrx^
Date of Examination: 
A p ril 28 , 1969
